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ПРЕДИСЛОВИЕ 


В основу этой книги положен спецкурс, читанный ав- 
тором в течении нескольких лет на физическом факультете 
МГУ по исследованиям автора в области теории возмущений, 
квазиклассической и коротковолновой асимптотике, а также 
теории ударных волн. В курс лекций входила целиком первая 
часть книги и некоторые главы второй части. 

Книга рассчитана на студентов старших курсов кафед- 
ры математики физического факультета МГУ, а также студен- 
тов и аспирантов механико-математического факультета. 0д- 
новременно она доступна студентам, специализирующимся по 
теоретической физике */ . 

По замыслу автора книга должна в известной степени 
заполнить то недостающее звено, которое связывает класси- 
ческие уравнения математической физики и уравнения кванто- 


вой механики. Поэтому уравнения квантовой механики и оптики 


рассматриваются в книге как частные случаи общих уравневий 
с операторными коэффициентами в функциональных пространст- 
вах. Такое обобщение оказывается полезным и в конкретных 
физических приложениях, поскольку оно устанавливает соот- 
ветствие между асимптотическими формулами, относящимися к 
различным областям физики. 


х/ При условии, что физики будут обращаться для 
справки к /65/ и /38/. 


2 


ee 


Новые, достаточно простые формулы, полученные в ра- 
боте, могут быть непосредственно использованы в теории 
дифракции и рефракции в электронной оптике /24/ (в oco- 
бенности потому, что соответствующие задачи классической 
механики хорошо разработаны (75)),a также в акустике 
(см. /9/, /14/), теории ударных волн /82/, /83/ и кванто- 
вой теории молекул х/. 

Заметим, что хотя все полученные в книге оценки яв- 
ляются асимптотическими, но как показывает расчет на ма- 
шине конкретных задач, уже при "малом" параметре равном 
I/3 два члена асимптотики дают прекрасное приближение 
(см. напр. /15/, стр.300 ). 

Все результаты (за исключением результатов $ 6, гл.с, 
a. I; п. 3°, $2, ra. 3, ч. 1a 4, $5, гл. 5, ч.2), по- 
лученные в книге принадлежат автору., Большая часть их пуб- 
ликуется впервые. В $ I, гл. 2, ч. I, написанном С.В .Фоми- 
ным ‚излагаются известные теоремы теории линейных операто- 
ров. В начале гл. 4, ч. [; гл. 5, a 1 § 2, гл. 8 при- 
водятся известные теоремы, которые используются в дальней- 
шем. $5, гл. 5, ч. 2 написан В.Лубновым. 


х/ В книге нет обзора по этим проблемам в связи с тем, 
что по своим основным методам работа мало соприкасается с 
этими исследованиями. Обзор читатель найдет в книгах Хедин- 
га, Фридлендера, Глазера. 
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В первой части работы рассматривается во-первых, 
возмущения самосопряженных операторов с дискретным спект- 
ром, а во-вторых, теория возмущений операторных уравнений. 
Эта последняя теория является тем аппаратом, который ис- 
пользуется для уточнения оценок асимптотических формул и 
установления сходимости в тех или иных функциональных про- 
странствах. | 

Применение абстрактных теорем иллюстрируются на при- 


мерах с уравнениями в частных производных. 
Во второй части работы исследуется асимптотическое 
поведение решений уравнений в частных производных с осцил- 
лирующими и разрывными начальными данными, а также асимпто- 
тика собственных значений самосопряженных дифференциальных 
операторов. Постановка задач и формулировки основных теорем ‘ 
даны в глевах 1-4. далее в главах 5-8. дается доказательст- 
во этих теорем. Из методических соображений топологические 
утверждения доказываются в гл. 3 в формулировке достаточ- 
ной для приложений, но более ослабленной чем та, которая 
дана в главе 2. 
В приложении приводятся в качестве иллюстрации приме- 
ры асимптотических формул экпоненциального типа. Эти ре- 
зультаты, однако, в данной работе не доказываются. Мы оста- 
новимся на них подробнее в следующем выпуске. 
Вопрос о втором члене асимптотики собственных значе- : 
ний рененный в гл. 9 для одномервого случая, в общем случае 
также будет исследован в следующем выпуске. 
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ВВЕДЕНИЕ 


Исходным пунктом того обширного круга вопросов, который 
сейчас объединяется общим названием "теория возмущений", слу- 
жит следующая задача. Пусть нам известны собственные значения 
и собственные векторы матрицы А. Требуется найти собственные 
векторы и собственные значения матрицы 

А(2)=А*=В , 
где В - фиксированная матрица, а & - малое число. Решение 
этой задачи хорошо известно. Оно состоит в том, что собственные | 
значения Ay (2) матриць A (Е) записываются в виде рядов | 
Аи(Е) =i, tE log +22. Foe, 
по степеням & , где Jy - собственное значение "невозмущенной . 
матрицн A= А(0) ‚а Сук, Ск - не зависящие от £ коэф- | 
фициенты, вычисляемые по легко устанавливаемым формулам. /. 54] | 

Аналогичное представление имеет место и для собственных 
векторов (2) матрицы A (é). 

В некоторых задачах, также относящихся к теории возмущений, 
приходится искать представление в виде ряда по степеням & для 
той или иной функции от A(é) , например для | 


(A+&B)* 


или для A+teB 


е 
Все эти задачи, не вызывающие больших затруднений, когда речь | 
идет о матрицах, становятся BEChMA сложными, если вместо матриг | 
рассматриваются линейные операторы, действующие в том или ином 
бесконечномерном банаховом пространстве. 
В конечномерном случае очевидно следующее. Если 
А(=)=А +ЕВ ‚ то при &->0 имеют место предельные 


соотношения: Ак(&)- Лю, We (=) Ye, 
(А +€B)* -> А * ‘если А`“ существует) gare. oe 
и т.д., Т.е. собственные значения, собственные векторы, обрат- 
ная матрица и т.д., отвечающие невозмущенной матрице, слухат, 
как здесь обычно говорят, нулевыми приближениями (т.е. прибли- 
жениями с точностью до членов, стремящихся к нулю при EO ) 
соответствующих величин, относящихся к возмущенной матрице 
AreB 

В противоположность этому, для операторов, действующих в 
бесконечномерном пространстве, вопрос о нулевом приближении, 
т.е. о сходимости (при €-»0 —) некоторой функции возмущенно- 
го оператора к той же функции оператора невозмущенного представ- 
ляет существенные трудности, а иногда соответствукщий предель- 
ный переход может оказаться вообще невыполнимым. В качестве 
примера, иллюстрирующего ту далеко не простую ситуацию, которая 
здесь возникает, можно указать на известную теорему Г.Вейля, из 
которой, в частности, следует, что всякий ограниченный самосопря- 
женный оператор A ‚ действующий в гильбертовом пространстве, { 2 
можно представить как предел (по норме; последовательности опе- 
раторов { A,} ‚ также ограниченных, каждый из которых имеет 
чисто точечный спектр. 

Если рассматривается оператор вида 

АД (е)-А+ЕВ, О 

где как А › таки В неограничены, то, в силу неограниченно- 
сти возмущающего оператора В » само понятие малости возмуще- 
ния EB теряет определенный смысл: при произвольных А и В 
здесь нет оснований ожидать, что влияние возмущения ЕВ бу- 
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дет в каком-то смысле мало, даже при сколь угодно малых &. 
Для получения содержательных результатов здесь обычно прихо- 
дится требовать, чтобы возмущающий оператор В выл в некото- 
ром смысле "подчинен" невозмущенному оператору А . В этом 
направлении ряд важных результатов получен Реллихом, Б.Ф. 
Ск.-Надем, Вейлем, М.Г.Крейном , 0.А.Ладыженской и 
Л.Д.Фаддеевым (651,40), [26], 045 J, 

Другая возможность (именно ее мы будем рассматривать ни- 
xe) состоит в том, что можно налагать некоторые условия на са- 
мо поведение A(E) как функции от & при E>O, При этом 
нет необходимости считать, что зависимость А (Е) от парамет- 
ра & определяется именно формулой (0.1); она может иметь и 
какой-либо иной характер. 

Методы теории возмущений широко применяются в различных 
физических задачах, в частности, в квантовой механике. Эти пос- 
ледние применения основаны на том, что гамильтониан некоторой 
квантово-механической системы часто можно рассматривать как 
сумму вида г 

Н=Н, +ЕН, , 

где éH, - представляет собой малую "поправку" к неврозму- 
щенному гамильтониану Н 4 з собственные фувкции и собствен- 
ные значения которого считаются известными (Такая ситуация воз- 
никает, например, в том случае, когда рассматривается система 
частиц, слабо взаимодействующих друг с другом. Тогда Л, - это 
гамильтониан системы невзаимодействующих частиц, а 6 Й .-м 
взаимодействие). 
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Если рассматривается оператор вида А ЕВ >» где В 
ограничен ‚ то известно, что перечисленные задачи теории 
возмущений имеют решение при достаточно малом & . Решение 
поставленных задач дается в виде сходящегося ряда по степе- 
ням € . 

Приведем здесь соответствующие формулы (так называемые 
формулы теории возмущений ): 


[A+eB] =A‘ » (-1)"6"(BA‘)” (23) 


k=O 
gS pe GB) (0 4) 


Пусть Д и В-семосопряженные операторы, j, - изоли- 
рованная #/-кратная точка спектра оператора Да @ - 
расстояние or № до остального спектра А 


i(A+éB) 
е = 


Проекционный оператор ЕР A ¢ rer Ba подпростран- 
lo 9AQ* 
ство собственных функций оператора “A , отвечающих точке 
A, , выракается формулой 


Е“ at Pid) dz, (05) 


^-#, А+ & 
где коитур-кривая в комплексной плоскости #2 , проходящая 
на действительной прямой через точки Ло = Е и А+ ¢ x/ 
х/ Интеграл определяется как предел суммы типа Коши- 
а ‘в смысле сходимости по норме оператора (см.гл.2,$Т). 


В случае, когда А — оператор в Lie функций or © 
с простым дискретным спектром ( А-=) “Ge 9 > ai nt 2 IDAs 
= 


& PA-20 pae= ft Ya GAE= Es 8 
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При этом, очевидно, 


Л AB g ag 7) _ $ (9, AA-2) g)dz 
(9, Вл 9) $ (9,(A-2)"9) a? 


для любого 2 € H » проекция которого на рассматриваемое 
подпространство собственных функций отлична от нуля. 
При достаточно малом & размерность проекционного опе- 


ратора ЕВ 


Eg dor # 


равна пи 


А+ЕВ -4 eo й 2 K 

Е ede . ST д к - az 

вирт PAB) Reve [3ca-2y'] 22, 
(06) 


где контур берется по окружности с центром в точке ли 


радиусом a/2 . 

Следовательно, собственные функции и собственные значения опе- 
ратора 4 +В в @/2 —- окрестности точки 4o 
совпадают с собственными функциями и собственными значениями 
оператора 


го 447“ 
(A+eB) = $(A-2) Ca)'e"[B(A-2) | из, 
=0 (© #) 
который можно рассматривать на подпространстве размерности /7% 
Эта последняя задача сводится к отысканию собственных функ- 
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ций и собственных значений симметрической матрицы /7-го по- 
рядка. Полученные таким образом ряды для собственных функций 
и собственных значений оператора А *ЕВ называются ряда- 
ми теории возмущений. В учебниках квантовой механики / 47,97/ 
приводятся обычно лишь первые два члена этих рядов. 

Мы будем рассматривать в первых двух главах лишь случай, 
когда опектр оператора А дискретный, или по крайней мере 
имеется одна изолированная точка A спектра оператора А. 

Задача о возмущении унитарных операторов и одноапраметри- 
ческих полугрупи операторов рассматривается в главе 4. 

Там же изучается более общая задаче - поведение при Л —> co 
решения уравнения 


гам _ = Я (& 
ет A, (8% Я (Е) 


удовлетворяющего начальному условию 
#(0) = ЕП, 

где Ast =) - некоторый оператор в банаховом пространстве 
В ‚ непрерывно зависящий от параметра ф и сходящийся в 
некотором смысле пи 2-60, Я(&) - заданная функция # 
со значениями в В р 

В главах Зи 5 изучается и более общая задача. Она ста- 
вится следующим образом. 

Пусть семейство 1 fe } операторов (или последователь- 
ность операторов {Tn} ) в банаховом пространстве B , 
зависящее от параметра & , сходится в том или ином смысле к 


предельному оператору Т. Прямая задача теории возмущений 
-4 


m 
заключается в построении аппроксимации оператора / (или 


é 
ties ) с помощью известных операторов 7 и 7-7. 
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Так же изучается и обратная задача теории возмущений - выясне- 
ние существования обратного оператора т “¢ и аппроксимация 
его с помощью семейства 7 . 

В решении некоторых задач теории возмущений мы будем при- 
менять методы регуляризации. 

Пля указанных выше конкретных задач теории возмущений вы- 
ведены определенные алгоритмы регуляризации.и приведены соот- 
ветствукющие оценки. Эти алгоритмы являются оптимальными в оп- 
ределенном (асимптотическом) смысле. В некоторых случаях эти 
алгоритмы могут быть, возможно, применены и для решения некор- 
ректных задач теории линейных интегральных уравнений. 

Приводимый здесь метод регуляризации основан на физичес- 
ких представлениях о свойствах измерительного прибора (коротко 
об этом см. /51,9/). И, хотя он применяется и для абстракт- 
вых операторов, необходимость введения именно такого метода 
регуляризации покоится на квантовомеханическом представлении о 
том, что нельзя одновременно определить координату и импульс 
частицы, т.е. на принципе неопределенности Гайзенберга. 

Заметим, что общая постановка проблемы регуляризации не- 
корректных задач в метрических пространствах и некоторые конк- 


ретные методы регуляризации были даны А.Н.Тихоновым. ff G8) | 


ГЛАВА I. ПРОБЛЕМА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ В ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ. 


$ Г. Постановка задачи регуляризации теории 
зозмущений. 
1°. Пример регуляризации воз го потенциала, 
ени едингера. 
Рассмотрим уравнение Шредингера 


a о 
На иску" А" 


Пусть Л - изолированная точка спектра. Возмущенное уравне- 


ние имеет вид 
-“ +(ш в) EVE) Pas , 
x 


тде V(~,€) ограничена для каждого < при &—>0. 

В физике часто пользуются формальным разложением реше- 
ния в ряд теории возмущений даже в том случае, когда возмущаю- 
щий потенциал VU (х,Е) быстро стремится к бесконечности 
при | х|-29. В этом случае спектр возмущенного уравнения 
может стать как дискретным, так a непрерывным. Часто оказыва- 
ется, что несколько первых членов дают хорошее приближение к 
нужным величинам, а дальнейшие приближения только ухудшают ре- 
зультат. Кроме того часто, сами интегралы, выражающие члены 
ряда теории возмущений, расходятся, и возникает проблема уст- 
ранения расходимости, регуляризации полученных интегралов, ко- 
торая обычно проводится на основе некоторых физических сообра- 
жений. Гифф в своем учебнике по квантовой механике допускает, 
что ряды теории возмущений сходятся, "хотя фактически вопрос 
06 их аналитичностг исследовался лишь для нескольких простей- 
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1419 


ших задач". На самом деле ряды в общем случае A ()=Д +8, 
Tae B70 при £70 8 @ходитёся He BYODYT. 
Приведем пример на уравнение Шредингера, когда интеграл 
о 2 
( ЧЁ. » Oe ; у.) расходится, однако, как будет видно из даль- 
нейшего, этот интеграл можно регуляризовать так, что получен- 
ное выражение будет служить первой поправкой к A° 
Рассмотрим уравнение 


v7] ёх* 
ca at + xe Yr =A, tn 
с условием 


Лат 


Здесь х*(е <7) - возмущение,» ~~ - невозмущенный по- 

тенциал. 

При &-0 - имеем Ал =27*4 feu. [57 fia 

собственные функции ^/, - стремятся к нулю медленнее, чем 
е-ч=* при некотором <?О , поэтому интеграл, дающий 

первую поправку х А» , расходится: 


a -Sa- еее = 00 


На самом деле, как мы увидим ниже, первой поправкой служит ин- 
теграл: 


Ae fee =") eth |tde , 


и он является величиной порядка O(E€)-. 
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Таким образом, J,=A, + ee +0(Е*“). 

Регуляризация подобных задач будет доказана в гл.2. 
Оказывается, что для задач такого типа оператор В: МОЖНО 
заменить ограниченным оператором Bg и "близким" при ма- 
mx Е к В+ , tax, что и =(\>, 8, А Клужит первой 
поправкой к An . Такая замена производится и для всех 
остальных членов теории возмущений. 

29, исимость способа рег изации OT BHOO ед- 
ставлемия. Метод регуляризации, который естественно приме- 
HATE в данной задаче теории возмущений зависит от того, в 
каком представлении рассматривается данная задача. Как уже 
указывалось выше из физических соображений нужно найти не- 
зозмущенный оператор. 

Рассмотрим, например, уравнение Шредингера 


= at + Y(%, a) vv, =An Vn 


(Т.Г) 
где 


Pue. 1 ве -уа+ф 


х* при xs<a+f$-yarz 


Y (20, a) = 142 
@-a)" при х>е*х -Va+t ‘ : 

(см. рис. Г) 

Пусть Ф(х) - финитная функция. Очевидно, что 

y (2,2) P(2) при достаточно больших @ paBHo 


х*$(х). — следовательно, оператор умножевия ва “(5% 2) 
при @-—20 — сходится к оператору умножения на T* . 
Предположим, что нас интересует следующая задача. Пер- 
воначально мы рассматривали систему в потенциальном поле 2'* 
и имели набор собственных значений ("уровней") An и с0б- 
ственных функций Vr : 
Ht, = Му 
Hac р как ПОВЛИЯЛО возмущение потенциалом 
(ха)- a” ne уровни Ae и собственные функции 
Ve . Можно легко показать, что при достаточно большом @ 
это возмущение мало скажется ва Л» и “Ил (при фик- 
сированном № и @->< ), (См. rz. 2). Этому факту мож- 
но придать такой физический смысл. Физик А изучает частицу 
в потенциальном поле x* и исследует влияние на эту частицу 
некоторого далекого возмущения. При этом все наши математичес- 
хие рассуждения имеют совершенно конкретное физическое содер- 
хание. 
Допустим теперь, что "“соседиюю“ потенциальную яму - 
(x-a}* „изучает физик В . Ero интересует, как изменились 
уровни ae и собственные функции $. уравнения 
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~ of Ч "о FO MS 
= Vv + (x-a) м = Ал 4, 
под виянием возмущения потенциальным полем физика А ‚ т.е. 
2 
x . Все наши рассуждения относительно того, что 21%, а) 
2 
при @-?29 сходитсяк © для физика В теряют смысл. 


Для того, чтобы решить задачу, нужную физику 8 >» МЫ ДОЛЖНЫ 
перенести начало координат в точку @ . Тогда. обозначим 


~ 
Форт | 7, щи У 72° 
(4+2) при < - a+z 

При @- °° потенциал @*(¥,2) будет сходиться к ¥ ы 
Теперь постановка задачи удовлетворяет фивика 2 . 

Мы совершили перенос системы координат, т.е. слвиг на д. 
Иначе говоря, совершили унитарное преобразование сдвига: по- 
действовали оператором @ ~* ae . Таким образом, мы Depeman 


к другому представлению того же оператора Шредингера. Уравне- 


ние и, Me 
= + VY, APA 


есть уравиение (Т.Г) в новом представлении. С точки зрения 
квантовой механики оба представления совершенно эквивалентны. 
Однако, в пределе при @-7°° соответствующие операторы Пре- 
дингера сходятся к разным операторам. 

Рассмотрим теперь слу- 


30. внгармоняческий осциллятор 


чай ангармонического осциллятора 


ен ул (1.3) 
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2 Як! 
2 
Оператор - 4, + №" ЕМ пра ^2{ 


не является существенно самосопрякенным х/ ‚ поэтому, ка- 
залось бы, уравнение (I.3) me имеет смысла. Если N72 , 
то при любом A<O одно из решений уравнения (1.3) будет 
принадлежать bz › а это не имеет физического смысла. 

Тем HH мевее физики считают первые члены ряда теории 
возмущений и получают хорошее согласование с некоторыми экс- 
периментами, причем подчас начиная с некоторого члена ряда 
согласие с экспериментом ухудшается. И возможно, что в каких- 
то других экспериментах такую теорию возмущений, вообще, при- 
менять бессмысленно. 

Математическая теория возмущений должна дать ответ на 
вопрос о том, какие именно величины остаются инвариантными 
при малом возмущении и указать с какой точностью можно полу- 
чить эти величины с помощью формул теории возмущений. 

Однако, как мы видели, от физика требуется следующая 
информация. Он должен сообщить, что данное возмущение мало 
сказывается на его эксперименте. Задача теории возмущений 
заключается в том, чтобы вычислить эти незначительные изме- 
нения и дать соответствующие оценки. 


х/ Оператор Шредингера на множестве 2’ достаточно 
гладких финитных функций определяет симметрический оператор 
H. Говорят, что оператор Шредингера существенно самосо- 
пряхен, если замыкание Н является самосопряженным .[15] 
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4°. усто сть изо ой си ы 

Korma рассматривается потенциал 7/(x) , стремящийся 
к oO при | 2/--60 , то это само по себе является идеали- 
зацией. На самом деле, если потенциал достаточно велик при 
больших < , а взаимодействие с окружающими системами мало, 
TO потенциал можно “экстраподировать" так, чтобы Lm (СХ) = го 
Тем самым допускается, что рассматриваемая система изоли- 
рована. Возможность такого допущения связана с тем, что на- 
ша система локализована в пространстве, т.е. прибор, с помо- 
NBD которого мы наблюдаем систему, позволяет нам видеть ог- 
раниченную часть пространства (область видимости), однако Ba- 
столько большую, что частица практически не может уйти из 
этой области. Это означает, что уже вблизи границы этой об- 
ласти вероятность пребывания частицы становится практически 
равной нулю, т.е. степень точности нашего прибора не позволя- 
ет ее обнаружить. 

Предположим теперь, что возмущение, которое мы соверша- 
ем, отлично от нуля вне области видимости прибора, т.е. по 
существу производится над системами, взаимодействием с кото- 
рыми мы пренебрегли уже при написании невозмущенного уравне- 
ния. Очевидно, что прибор не обнаружит следов этого возмуще- 
ния. 

Заметим, что в природе на самом деле изолированных си- 
стем нет, поэтому нет и строго дискретного спектра. Однако, 
если взаимодействие с окружающими системами очень мало, то 
полоску спектра экспериментатор не может отличить от одного 
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уровня и поэтому можем рассматривать идеализированную зада- 
чу - изолированную систему с дискретным спектром. Поэтому, 
написав уравнение Шредингера для изолированной системы, нух- 
но проверить эту систему на устойчивость относительно дале- 
ких возмущений и указать, какие величины при этом остаются 
устойчивыми. Именно такие величины и наблюдают физики. Что- 
бы понять, какие величины остаются устойчивыми при далеком 
изменении потенциала, обратимся к примерам. Для этих приме- 
ров мы сформулируем лишь окончательные результаты, доказа- 
тельство которых, впрочем, совершенно элементарно. 
а) Рассмотрим уравнение Шредингера 


— Veg (2) + V(x, 8) Ye) = А, С), а 


rue /(х,а) - потенциал вида (I.2) 
(рис. Г) 

Предположим, что нас интересует следующая задача. 
Первоначально мы рассматривали систему в поле с потенциалом 
2* в имели набор уровней И = 41*{ и собственных функций 

az 
о 
7. = —= H,, (=). 
Yr 4 ^. 

re H, (x) - полиномы Эрмита. 
Нас интересует, как повлияло возмущение потенциалом 

(ya) - 24 на уровни A» — и собственные функции 

w > . Как уже указывалось, при достаточно большюм < это 


23 


oO о 
возмущение мало скажется на A, и Yr (при фиксирован- 
ном &@ и @- < ). В этом случае оказывается, что йе 
и VW. изменятся на величину G=0[V. [xo(a)}] 
где 2(a2)<a+L£-sa+t 


2 у 


-аа” 


При @ >? эта величина стремится к нулю, как @ , 
где © - некоторая константа. Предположим, что величиной On 
MH можем пренебречь, т.е. точность нашего прибора не позво- 
ляет обнаружить величину такого порядка малости. В таком слу- 
чае, мы можем без ущерба для результата "экстраполировать" 
потенциал sag за точку 4 (@) . иначе говоря, рассмат- 
ривать вместо (ха) потенциал F 2 я 
В этом примере собственные значения уравнения (1.4) могут 
быть отнесены к 2-м различным классам. 

Т класс собственных значений, близких к собственным зна- 
чениям JA, =2л*+1 уравнения осциллятора A 
и 2-o% класс собственных значений, близких к собственным зна- 
чениям уравнения 


^ oon vv 
V+ eas Fe №, 
Соответственно, собственные функции делятся на два класса: 
Г) - класс собственных функций, близких к 4: ;и 
2) - класс собственных функций, близких к we я 
Это означает, что две системы с потенциалами x~ и 
(х- а] * при достаточно больюм @ пренебрежимо 


мало ззаимодействуют и мы можем отдельно рассматривать каж- , 
дую из них. 
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6) Рассмотрим теперь уравнение (1.4), где VU (-%,2) 
имеет вид 


и (x,2) 


a 
Puc. 2 ы £ 
xt пр wc 
Чл (x, а) oz а < 
(х-@)` при ха 


a 
при @ -›2 будет опять 
сходиться к 2” . Однако, в отличие от предыдущего случая у 


возмущенного уравнения (1.4) будут существовать 2 собственных 
: ° a 
i значения, близких к A, : Ay 


личаться от Л» на величину 
6% =O[%. (2)]. 


Собственные функции 4, 
gue An и 


Оператор умножения на 7/^(х, а) 


и А, . Они будут от- 


и 7, соответствую- 
Ae. › будут отлизаться на интервале 


-юхж‹ха от Ve / Ут. 
(с точностью до знака) также на величину б. . 

Поскольку собственные значения "левой" и "правой" ямы 
совпадают, можно сказать, что происходит "резонанс". Поэтому 
уровень Л» “расщепляется” на Ал 
ственные функции Yr 


и i » причем соб- 
и Wr п будут по модулю близки к 
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Wo°(x-a) ГУТ 


при $ < $2 < ео 
Таким образом, поскольку в области 7 2<2<00 

¥,°= Ole -“2* ) ‚ то в данном случае речь может идти о 
близости собственных функций возмущенного уравнения (1.4) к 
собственным функциям невозмущенного уравнения при 4 ->? OO 
линь в области - OO $ X22 ‚ Однако, заметим, что общая 
суммарная вероятность пребывания частицы на уровнях Ал, и 

An при @-7©о отличается от I на величину 6» . Если 
точность прибора не позволяет обнаруживать величины бл ‚ 
то мы не сможем отличить уровни An и а друг от друга. 
Мы будем видеть лишь один "слившийся" уровень. 

Плотность вероятности пребывания частицы на этом "уровне" 

будет с точностью до 6» равна 


2 3 о 2 
РЕ fap? cay |* 


Поэтому и BO втором примере мы можем без ущерба для физическо- 
го результата экстраполировать потенциал . © ь за точку 2 
т.е. ограничиться изучением потенциала 2 é 

в) Рассмотрим теперь потенциал U(%,2) вида 


3 
| 
Ц 
> 
s 
iP 
9° 
nip 
e 
Ь 


Puc 5 


В этом случае картина будет такая же, как в предыдущем при- 
мере (случай "резонанса" ), только уровней, близких (т.е. от- 
личающихся на величину 5 =Of ом 2)] = Ая будет 
2m: An, Ning за 
Если степень точности прибора не превосходит Sa , то мы 
видим лишь один "сливнийся" уровень Ate . Суммарная вероят- 
ность пребывания частицы в области -# 558 и 
Дь- 64 $ 4$ Ant Fe 
отличается от единицы на величину Sn . 
Собетвенные функции уравнения (1.4) в области = sxsZ 
по модулю мало отличаются от “Y, oy i. 

Следовательно, если величиной 6, мы можем пренебречь, 
то физическая картина не изменится при замене потенциаза 
У(ха) на x*, 

Пусть теперь число ”® в предыдущем примере равно co . 
В этом случае спектр будет непрерывным: квадрат собственных 
функций (обобщенных) уже не будет интегрируем. Тем не менее в 
области - 2 ¢ x s 2 собственные фузкции Ч. — (пепрерывно- 
го спектра) будут совпадать с “YW, с точностью до 
G&= Ol Ve (#)] ‚ а спектр будет занимать полос- 
ку около 1 — ширины не большей Sa . Поэтому, ecam сте- 
пень точности прибора меные Ca , то мы ве отличим полоску 
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от одного уровня, поэтому потенциал ^(24) можно 


заменить на Fa + . 
г) Рассмотрим, наконец, потенциал следующего вида 


Waa) = г. при a< # 


Puc. 4 о $ 


В этом случае спектр будет непрерывным, причем будет запол- 
нять всю полуось A>O 
Однако, собственные функции, соответствующие точкам A , 


лежащим вне G2 = O[ VW. (2)] окрестности точек An, в 

области х‹ > будут стремиться к нулр и иметь порялок 

малости бо . Г 
Собственные же функции, соответствующие точке Azan 

и некоторой окрестности этой точки, в области ZS $ бу- 

дут отличаться от („’\.°(х) na величину Ох . 
Поэтому, если точность нашего прибора не позволяет наб- 

людать величины Og , то ширина полоски точек спектра в ок- 


рестности Ag » для которых вероятность пребывания частицы 
внутри ямы заметно отлична от нуля, не будет вами обнаружена 


и мы увидим один "слившийся" уровень д. . При этих услови- 
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ях потенциал (жа) можно заменить потенциалом a. 


Из этих примеров ясно, в каком смысле HYXHO понимать 
устойчивость изолированной системы относительно далеких воз- 
мущений. Если дан невозмущенный потенциал (Хх) и возмуще- 
ние /(х,@) , равное нулю в интервале, стремящемся ко всей 
прямой при @-р ео , TO мы можем надеяться, что собствевные 
функции системы с потенциелом СХ) будут устойчивы отно- 
сительно такого "далекого" возмущения лишь в конечной области 
переменной 2 (mu ее назовем областью видимости), которая 
зависит от @ и в пределе при © -?2> совпадает со всей 
прямой. При этом могут появиться новые точки спектра, никак 
не связанные с невозмущенным уравнением. Однако, вероятность 
пребывания частицы на таких уровнях в области видимости ока- 
зывалась в наших примерах превебрежимо малой. 


$ 2. Теория возмущений одномерного уравнения 
_Предингера.. 


1°. Основные понятия, 
Предположим, что в операторе 
he =- 2, + U(x) 
потенциал 1((%) удовлетворяет условиям 7 (7 00)=+00, 
Возмущающий потенциел & 7 (%£) пусть стремится к нулю 
при &-—0 — для каждого фиксированного 7. 
(В примере 2) п.4°$1 Ев, Е) =- 2% (8-Е) * 
пи 2° >25 (2) и равен нулю при = (F) в приме- 


ре ©) ЕДЕ) w- 2074 (x~ £ )* 
ЕД 
при > se и равен нулю при xs £ ). 
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Возмущениий оператор имеет вид: 
ру" [чем Е] у 


Мы видели на примерах @)- 2) 7. 4° $1 $ что область 
видимости зависит от параметра & и стремится к (-со,*ео) 
при Е-—>0. 

Введем теперь общее определение области видимости. 
Пусть 2; таково, что из [%]$3; вытекает 
ELUCHE) so , причем E] Их, Eker, me < - 
некоторая константа, не зависящая or E . 

Мы назовем область Joc} 2 Е областью невидимости. 
Константу of мы уточним ниже. Она зависит лить от HEBOS- 
мущенного оператора. 

Областью видимости назовем область /X] $ ad , 


а МТ; = as - радиусом видимости. 


Область Зе $ м < 2; - промежуточная мекду областью ви- 
димости и областью невидимости. В соответствии со сказанным 
выше, будем считать, что при a s {xls UC, нельзя обнару- 
хить частицу в незозмущенном потенциальном поле с помощью 


вашего прибора. Это значит, что величинами порядка 
XH 


Jiro 


%/2 


мы будем пренебрегать. 
Как известно / 33 /, если потенциал 2(%) растет 
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aK 
как ХХ ‚ то при || —е° будут иметь место оценки: 
et 


late eee 5. aed. 


me Сл - некоторые константы. 
Отсида, поскольку ' 
a" / 4+1 > (1-46) | 14. ~ U(x) ах 


при «6° , следует 
Xe 209 


к»! 
e 2 ° 4 -2 [2 | 
Ее ax s [ Iw@ldesC,e 2° < 
Xie Xe / 
L/h 
w2(t-0°) Л ИТАЕ-ЫСяИ oa 
< G е о 2 


где @ > г - некоторые константы, не зависящие от &. 


Если величиной порядка Lele 


(Е) = С exp {-(4-0) [Vide - ивы dz } 
0 


мы можем пренебрегать, то изложенные выше интуитивные сообра- 
жения позволяют предполагать, что на нашу систему не оказыва- 
ет влияние та часть возмущахщего потевциала &2^(%) , ко- 
торая лежит в области невидимости. 

Разобьем потенциал 9/(х&) на сумму Их 6) и 
И (хЕ): Vt, b= %(х0+#(5), 
me 7 к 7 ммм BEI: 
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& УХЕ) при [x1 $; 
[о] при 1212 (2.1) 
7 (36,8) Мы 
Y (2,8) = 
: VY(%E) при jal 29% 


Известно, это 
ряд теории возмущений сходится в том случае, когда возмущение 


€ Ui(x,€) по модулю не превосходит некоторой константы 
В >0 =~, зависящей лишь от невозмущенного оператора. Эту 
константу мы уточним в следующей лемме. 


. Более точное определение радиуса видимости 
Лемма Т.Г. 


Пусть А и В- самосопряженные операторы в гильбер- 
товом пространстве Н , @ - расстояние от некоторой тов де 
до остального спектра оператора Д . Пусть BI < 
тде 6 >0 . Тогда 


I. В промежутке д={ м 2, м} 
спектр оператора A+B дискретен, причем размерность nor 
пространства отвечающего проекционному оператору |2 , 
равна нулю, если /№ принадлежит резольвентному множеству опе- 
ратора А ‚ и равна его кратности, если /^© - собственное 
значение оператора А 

2. Ряды теории возмущений (см. (0.6), (0.7) ), опреде- 
ляющие собственные значения промекутка A и собственные функ- 
ции, отвечающие им, для оператора А*ЕВ сходятся при 
#1 . 

Таким образом, собственные функции и собственные значе- 
ния оператора А +ЕВ при &=4 могут быть представле- 


2 , 
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BH в виде сходящихся рядов теории возмущений. Доказательство. 
Возьмем точку mel, rae OSL <а/ Очевидно, что: 


[AreBewrl] * [Аз 6] [1+ В (Азы в] 
(2.2) 
Как известно, [65 ] 


Aspe] s Maxt p> 25} 


Следовательно, 
[ЕВ (А+ м | Мех {р › Те 5} 


при $1. 
Для любого ограниченного оператора ']”* 


| 4+T 22-07 I 


Следовательно, если a <4 ‚тм 


ря 


Пусть [4 таково, что 


ad da 
(aoect * ona <: 
Тогда оператор 7° =€ [5] E A+ fe +f] ы 


х/ Действительно, если JAg loa 191 , то полагая 
9=А` *{ получим аи” 'f |. значит 
АЙ +2. 
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по ворме не превосходит единицы. Следовательно, 
[АзЕВ+м = [Armee] ee т] ь 
существует и ограничен. Следовательно, точки fre при 
и 
= < L< 

принадлежат резольвентному множеству оператора Д+= 8. 

Аналогично тому, как это делается в аналитическом слу- 
чае / 69 / можно проинтегрировать формулу (2.2) вдоль замк- 
нутого контура, охватывающего точку /^ — и принадлежащего 
резольвентному множеству оператора Até В. 

Отсюда, аналогично / 65S / можно сделать вывод, что 
внутри контура оператор A+ В имеет дискретные точки 
‚ спектра, причем размерность подпространства собственных функ- 
ций, соответствующих им, совпадает с кратностью точки /< . 

Отсюда следует также, см. / 65 /, что ряды теории 
возмущений для собственных значений оператора, А » заключен- 
ных в круге с центром в точке / радиуса & /2*6` и собст- 
венных функций, соответствующих им, сходятся. Лемма доказана. 

Позожим константу © в определении области видимости 
равной константе 2/2+0 Тогда, поскольку в силу (2.1) 
ЕЕ), 1 rere ‚ то ряд теории в эзмуще- 
aw для собственных функций и собственных значений оператора 
[ tEV (5 €) будет сходиться. 

3°. Основное утверждение, 

Юшют место следующие предлонекия: 
1) Оператор 
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[Е сено] 1" 2]. Seve “ев dy 


тде Г - окружность с центром в точке =” раднуса 4/2, | 
имеет одно простое собственное значение MCE ) и собствен- 
вую функцию (52). 

2) Пусть решение Y, уравнения 


[Lever(men] №, <A% 


удовлетворяет неравенству 


2 fx 
Jig tens Ce ; (2.3) 


где (46) C>o ue зависят от Е . 14° - простое 
собственное значение оператора Le ближайшее к A (или 
любое из двух ближайших к Л }.’ 

Тогда будут выполнены соотношения 


te я 10 | a ай a 2 
] ese $[l-2] еде “ив -а | ae № Я: 


1 (3.4) 
[л- pce) |* Sur ax <o%(e), (2.5) 


me 6*(¢) = C, exp [-(2- о -шеж) a | 


Это утверждение является частным случаем теоремы, которая 
будет доказана в гл. П. Поэтому мы его не будем специально до- 
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казывать, а лишь поясним его физический смысл. 

Во-первых, условие (2.3) на решение VY (х) обуслав- 
ливает такую нормировку би (x)  , чтобы при Е - оно 
не стремилось бы к CO . Во-вторых, оно выделяет некоторый 
класс решений, в который, в частности, включаются собственные 
функции дискретного и непрерывного спектра существенно самосо- 
пряженного оператора вида L°+ EVIE E) . Мы, однако, не 
требуем существенной само сопряженности суммы 17. EY (GE), 
заменяя это условием (2.3). В противном случае даже задача 
об ангармоническом осцилляторе не удовлетворяла бы условиям 
теоремы. 

Соотношения (2.4) и (2.5) означают следующее. 

I. Если [А- me) 12 420, причём 0” не зависит or & , 
то вероятность найти частицу в радиусе видимости (т.е. в 06- 
ласти |2[$*, ) столь мала, что не может быть обнаружена 
прибором, 

2. Если вероятность найти частицу на уровне A в радиу- 
се, ‚ВАДИМОСТИ больше {” , не зависящего от & (т.е. 
£ МИ [* их 26`>0 › T0 CO степенью точности прибора А 


pabno MCE) ›‚ причем собственная функция и. в радиусе 
видимости выражается (с нашей степенью точности) рядом теории 
возмущений. Таким образом, если в нашей задаче пренебрегать 
величиной OE) ‚ то мы получим полное решение задачи ме- 
тодом теории возмущений. 

Удобнее сформулировать этот результат, заранее отождест- 
вив все функции, разность между которыми не превосходит 6“) 


36 


Зо 


Ведь наш прибор, по предположению, такие величины не различает. 
Аля этого рассмотрим пространство Ly ( 2) функций or % x 
&  интегрируемых с квадратом по Х при -?Т; <Х<& и не- 
прерывных no & и фактор-пространство ©= L, в ко- 
тором отождествлены элементы, разность между которыми принад- 
лежит области определения оператора умножения на 4/O°CE). 
Равенство в этом фактор-пространстве будет обозначать значком 

= . Например, соотношение (2.5) тогда может быть записа- 
но в виде 


[4- poll 7 IV de =O 


Таким образом, задача об ангармоническом осцилляторе имеет 
СМЫСЛ ЛИШЬ В фактор-пространстве 5 . 

4°, Случай положительного возмущения. 

Мы докажем во второй главе, что если *”^(5&)>0 ‚то 
ий (x) стремится x нулю вне области видимости быстрее, чем 


Сехр]- Е VIA -и(х)1 ax } 


Поэтому интегралы в oe частях неравенств (2.4),(2.5) в 

этом случае можно брать or -29 go +20 . В этом случае, оче- 
видно, одной точке M(E) отвечает не более одного собствен- 
ного значения уразнения |[[.°+& и(х,Е)] 4, =ДУ, 
удовлетворяющего условиям (2.5). 

Действительно, в и случае мы имели бы 


Slay,-4 $, [oe af IBV, - Схе))-6 м, 
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re со В 
elt Л - сверен" [I -4 Hegel aes 


се) (ICI IG! ), в) 


если А | А два значения удовлетворяющих (2.5) при од- 
ном и том же  /М(Е). 


Поскольку система функций V, к ортонормирована, TO 
6% HOG, Ра 1G I+ 1". 


Отсюда и из (2.6) 
С ев оС +16} , 


что невозможно. 

Неравенства (2.4), (2. 2) ничего ze ‚товорят о том, сущест- 
ayer ли в ивтервале | ° - g si sje точка спектра 
возмущенного оператора L tEVY(SL 6” такая, что интеграл 
по области видимости от квадрата собственной функции, соответ- 
ствующей ей, не стремился бы к нулю при & —>О 
Однако, в силу теоремы Реллиха (см. гл. 3 521.3’ +) спект- 
ральние семейства Ё Are £6 4.св’ CHEBHO сходятся при £0 
к Е^ , Здесь Е, - опектральное семейство воз- 
мущенного оператора „А+ЕВ, Е, - спектральное семей- 
ство невозмущенного оператора А. осада, обозначая 


БР. на , дл, 1} 


a 
будем иметь 
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(знак — означает сильную сходимость (см. гл. 2, § I) ) 
Очевидно, что, поскольку в интервале А — по условию име- 
ется точка спектра ‘оператора А » то Е iy = vy” » где 
vv’ -  пормированная собственная функция оператора A , от- 
вечающая точке Л”. 

samt (И, Е у") aby fad. 


Следовательно, в силу теоремы Реллиха 
А+ЕВ 
(WE 9) 


Поскольку 


учи | Af by fae "| tae Vi EP Spl ae-20 


Ix [> It 2% Eso , 


значит 


] А+Е8 

УЕ, у’ mt (2.7) 
НИЯ 

Отсюда следует, что собственному значению Л” отвечает хотя 

бы одна собственная функция v, , такая, чо AA” 

пр & —0 и 
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AG Раз 


-* 
ше стремится к нулю при & -?0 . В противном случае бы- 
20 бы: % 
4+8 og # 
Sle y' | 2x0 
~%& 4 Ew O 


что невозможно в силу (2.7) 

В результате мы доказали следствие из неравенств (2.4) 
и (2.5). 

Следствие, Пусть 7/^(<2)70 , тогда каждому собствен- 
ному значению Л° oneparopa 4° отвечает одно и тохь- 
ко одно собственное значение Л оператора L такое, что 
EMEDT место соотношения: 


|4- (| <Cexp {- ~(4- гит ae} 
Si%- С, (Е) Y(ne)}* их < < Cexpf-4(4- йе ule)| га} 


Аналогичное следствие будет иметь место и для многомерно- 
го аналога теоремы пункта 3° (см. гл. 2). Это усиливает реш 
зультаты Титчмарва для этого случая.Г76.] (Gu. reer [14,2] ) 

$ 3. Разрешающая способность прибора. 

Теперь предположим, что самосопряженный оператор 

2 
А=- a, Pa iad 


3 
в L,(R ‘) posmymaerca оператором (Е = =Е 8 


(3.1 ) 
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Холи мы перейдем к P - представлению, т.е. совершим 
преобразование Фурье, то мы получим 


A+eB=-£, р“кар° (3.2) 


Таким образом мы приходим к уже рассмотренному выше случаю. 
Радиус видимости в данном случае будет равен 


Р = const 
Е УР (3.3) 


Вероятность пребывания застицы, вблизи границы области видимю- 


сти имеет порядок () (e =" ) . Следовательно, в силу 


сказанного в предыдущем пункте, именно с такой степеньл тоз- 
ности мы можем выразить в виде сходящегося ряда для ME) 
сдвиг дискретных уровне; невозмущенного оператора А под 
влиянием возмущения & В. 

Физическая интерпретация в данном случае заключается в 
том, что наш прибор имеет ограниченную область видимости в им- 
пульсном диапазоне, т.е. частицы, обладающие импульсом порядка 


4 
0 ( Е ) ‚ OH не может обнаружить; ибо вероятность т 
-с 
го, что частицы обладают таким импульсом, равна O C е ). 


Но отсюда немедленно следует, в силу принципа неопреде- 
ленности Гайзенберга, что прибор не может точно определить коор- 
динату частицы! Именно, если радиус видимости в диапазоне им- 
пульсов имеет порядок 7%, , то дисперсия по координате 
(или разрешающая способность прибора) имеет порядок 7/%¢. 

Действительно, если частица находится в точке “Фо , то 
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ве состояние имеет sun 0 (X-%o) . Ho высокие частоты 
(при |р|!›[Р;!) разложения S( 2-7) в интеграл Фурье 
не могут быть обнаружены нашим прибором. Следовательно наш 
прибор не может определить точно частицу в точке = 90. 

Этот факт для некоторых конкретных экспериментов 
можно интерпретировать еще следующим образом. Когда мы го- 
ворим, Что производам измерение в точке X , TO это значит, 
что прибор мы "нацеливаем" на точку 2 . Однако, наш прибор, 
вообще говоря, не произвел измерения точно в самой точке ZT , 
а возможно, измерял в некоторой близкой точке. На самом деле 
прибор производит измерение в заданной точке © лишь с не- 
которой вероятностью. 

Плотность вероятности того, что прибор производит из- 
мерение в точке х/ x ‚ как правило, симметрична и имеет 
максимум в точке FST , 

Задача, связанная с возмущением линейного оператора, 
как правило, допускает большой произвол в построении разре- 
marmett плотности “/(Х-$7,б) —. однозначно лишь определя- 
ется порядок величины разрешающей способности 0’ (см. гл. 
5, лемма 5.4). В приведенном примере, очевидно, 


го бы © р 
“И (х-$, 1/1: ) = ]Рев›руе Cape РУ р-р 


го 
ip (%- Xx) 
Ре, g dp , (3.4) 


rue P(%,P)- любая гладкая функция равная единице с 


х/ Эта трактовка носит man Cee условны характер. Точная 
а © аналогична 

актовке ственно опер. a а и в простран- 
стве Кляйна-Гордона age V pe р 
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зочностью до O(E) при (pl<%e и равная нулю с точ- 
ностью до 0(=) при ipl? 2%. Полученная функция 

LY (x-§ » 1[%) - есть "размазанная" O”- функция вири- 
ны порядка 7/?& *. 
Предположим, что прибор измеряет некоторую величиву f/x). 
Это значит, что ' мы задаем точку 2 , однако, значение 

4(x) » которое выдает нам прибор, измерено на самом 
деле в другой точке. Следовательно, среднее значение f(x) 
величины (2) есть венлучшая информация, которую можно 
получить об этой величине. 

В вашем примере 
= Р &- г) 
Fix) = const | Sal “rie HF) ай = 
~09 г-; 
в" ра 

-] et ap Ге рух 

-c/e” -2° (3.5) 
(обственные функции бя (х) возмущенного оператора, 
которые мы измеряем, являются величинами, зависящими от &. 
При каждом фиксированном & мы производим измерение 
с "разрешающей плотностью" “/(х-$, Е) "попадания" 
В Х и берем среднее значение 

Г зб earn 
P(x, €) = | я- 


- = 


и ney 
(3.6) 


Регуляризованный аналогично (3.6) ряд теории возмущений 
дает нам с точностью до () (© `&#» ) приближение 
функции -Ф(х,Е) `и приближение тех точек спектра A 
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возмущенного оператора, для которых (ХЕ) ne стре- 
мится к нулю. Как следует из всего предыдущего, именно 
величину Ф(х,ЕЁ) — и требуется определить физику. 

Эти рассуждения непосредственно переносятся на об- 
щий случай. Таким образом, если физик I) описывает систе- 
му, которую он возмущает, т.е. нишет невозмущенное уравне- 
ние (обладающее дискретным спектром), 

2) определяет возмущение - т.е. пишет возмущенное уравне- 
ние, 3) утверждает, что на его наблюдения такое возмущение 
повлияет мало, то с помощью описанного метода регуляризации 
теории возмущений можно количественно расчитать изменения в 
результатах измерения физика и указать диапазон видимости и 
разрешающую способность (т.е. дисперсию плотности вероятно- 
сти определения координаты) его прибора. 


Понятия радиуса видимости и степени точности можно обоб- 
щать на произвольные самосопряженные операторы. 

Рассмотрим в гильбертовом пространстве Н самосопряжен- 
ный неограниченный, вообще говоря, оператор А . 

Пусть ‘а изолированная точка спектра оператора А 
конечной кратности 7, a - расстояние от Л” до осталь- 
ного спектра. 

Рассмотрим возмущенное уравнение вида: 


[A+é#@8)]%=A¥ , 


те В - семосопряженный оператор, f (£,) - огра- 
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ниченная функция при каждом фиксированном /¢ при 
os€s$& ,‚ а точка Д расположена ближе к A® , 
чем к остальным точкам спектра оператора A . В этом слу- 
чае регуляризация будет заключаться в обрезании высоких 
частот по оператору В. 
Пусть | pls MCE) - максимальная область, для кото- 

рой (Е, m) РТ ‚тде A720, Е 

(В частности, если F (€,B8):8 то fee) РР р 
Назовем т, = A) - радиусом видимости в диапазоне В. 
Предположим, что оператор A +e (Е, В) самосопряжен и 
V, - его обобщенная собственная функция, такая, что 
функционал 


(Е.4›%) 


существует для любого ЧЕ Н и любого фиксированного от- 
резка A. 
Тем самым определен элемент $ ЕН такой, что 


(Е, 9,%)- 2 
По определению $ = В. V, 


Пусть V, нормированно так, чтобы 
8 
Е я v a C(4), 
тде С(4) - константа, не зависящая от &. 


Определение. Семейство YP Е) будем называть слабо 
8 
сходящемся к нулю в диапазоне оператора 8 ‚ если £ ‘4 P(e) 
сильно сходится к нулю при & —0 в любом фиксированном 


© 


интервале 8 ‘ х 

д=[ 4,4} (E,=F,,-£;,) 

Нас будет интересовать случай, когда интервал 4 сам за- 

висит от & ДЕ ={-%e, te } ‚ и кроме того нам нужен бу- 

дет не только как сам факт сходимости к нулю выражения 

| Е. ф(Е) | при &-0 JAA некоторых функций Pte) 
‚ но и оценка порядка малости этой величины. 

Обозначим через fj (=) 1 $/5 т. собственные значения 

оператора 


p= xt $ (AEE, ЕВ -в7 Desc El HeB)A- ih 


тде [Г - окружность с центром в точке Л” радиуса АЛ. 
Поскольку & Е, ‘ КВ) по построению меньше чем & ; 
roe ©%>0 , то в силу леммы 144 — приведенные ряды 
сходятся, а оператор К мвляется вполне непрерывным само- 
сопряженным оператором размерности 7% (т.е. имеющий все- 
го И собственных функций). 

В связи с изложенными выше результатами и результата- 
ми 24.2 возникает следующая гипотеза. При высказанных пред- 
положениях для какого-либо J (15/=т) справедливо неравен- 
ство вида 


[1-м Ce) | Е № 1+6, ое ge Ul, 


4, 


где C некоторая константа не зависящая OT её. 
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ТЛАВА П. ПОВЕДЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ НА 
БЕСКОНЕЧНОСТИ И ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ 
УРАВНЕНИЙ С ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ. 


$ I. Некоторые сведения из теории операторов. 


Мы будем рассматривать линейные операторы, вообще го- 
воря, неограниченные, действующие из некоторого банахова 
пространства В, в другое банахово пространство 8, . Ta- 
ким образом, под линейвым оператором А понимается функция 

у = А (к), 
определенная на некотором линейном многообразии D(A)< 8, 
со значениями в В. и удовлетворяющая условию 


A(a w+ pty) = А (и,) +P Alu) 
Область значений оператора А » т.е. совокупность 


[ Аи; ue D(A) } 


обозначи RCA). Оператор А называется непрерывным, 
если из U, -? № следует, что А и. Аи. Onepa- 
тор А ограничен, если 


ие) Пи 
величина бир taut называется нормой оператора A 
в обозначается) ПАЙ. Как известно, непрерывность ли- 


нейного оператора равносильна его ограниченности. Если опе- 
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ратор А непрерывен, то его можно продолжить по непрерыв- 
ности на замкнутое подпространство D(A) , расомотрени- 
ем которого (вместо всего В, ) можно при этом и ограни- 
читься. Таким образом, ограниченный линейный оператор есте- 
ственно считать определенным на всем пространстве. 

Некоторое семейство операторов { А. } мы будем 
называть ограниченным в совокупности, если существует такая 
константа M , что 


WS 


для 36x A « ШЗ рассматриваемого семейства, 

Оператор А называется замкнутым, если из того, что 
ии и А\,.->У следует, wo 2€ D(A) а 
Auz=V. Всякий ограниченный оператор замкнут, но, вообще 
говоря, He наоборот. 

Оператор Д называется расширением оператора A J 


ocam: D(A)¢ DCA) 
» Au=Au дав ШЕФА) 


Нике мы будем рассматривать, как правило, операторы 
или замкнутые, или такие, для которых существуют земквутые 
расвирения. Если оператор А имеет замкнутые расширения, 
то среди них существует наименьшее (т.е. имеющее наименьшую 
область определения), называемое замыканием оператора А. 
Мы обозначим его A . 

Если область определення D(A) оператора A 
ВСЮДУ плотна в В, ‚ то существует однозначно определенный 
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34-1419 


* # 
оператор А ‚ действующий из В, B В, (звезда оз- 
начает сопряженное пространство) и удовлетворяющий условию 


(Аш) = (4% А*+) де YC B, ) 
для вех 2€ DCA) 


Нетрудно проверить, что сопряженный оператор всегда 
замкнут. Если оператор А таков, что из Ац=О следует 
{=0 „тона RCA) определен обратный оператор 
A’! ‚ область значений RCA “) которого есть 
D(A) . из определения замкнутости оператора видно, что 
Д замкнут в том и только том случае, если замкнут 4^’. 
Замкнутый оператор А » такой что Dé A)= В, зограничен. 
Пусть А линейный замкнутый оператор в гильбертовом 


пространстве Н с плотной областью определения D(A). 
а 
В-=[1+АА ] 


и является ограниченным самосопряженным положительным опе- 


Тогда существует 


ратором, причем 
ВИ $1 
Cneparop AB такке является ограниченным: || A B il $4. 
Области определения О(А*”) и О(А*А) операторов 
+ + ve 
A и AA плотныв H . Оператор A суше- 
ствует и равен A . 

Ниже нам придется все время пользоваться понятием схо- 
дящейся последовательности операторов. Можно определять раз- 
личные виды сходимости линейных операторов. Для нас будут 
существенны следующие: Пусть {An} - псследовательность 
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ограниченных операторов. Говорят, что эта последователь- 
ость сходится равномерно к оператору 4 » если 
ИА. -А|-0 =m 20. 

Последовательность { А, } линейных операторов 
(вообще говоря неограниченных), имеющих одну и ту же об- 
ласть определения D » называется сильно сходящейся Ha D 
к оператору А ‚ если для всякго WE D 


Аи -Аш|->о аа 


Наконец, последовательность {Ans называется сходящей- 
ся к А слабо, если для любой 2 € р последовательность 
{ А, и { слабо сходится к Au . Иначе говоря, это 
означает, что (Д.М, 4] — (А \,4) пля кажпого 
UED и каждого ye Ву. Связь между этими тремя 
типами сходимости можно изобразить схемой. 

равномерная —? сильная —> слабая. 
„рименительно к линейным преобразованиям конечномерного про- 
странства все эти три типа сходимости означают одно и то же. 
B бесконечномерном случае эти понятия различны. 

Сформулируем, для удобства дальнейшего изложения, из- 
вестные результаты о сходящихся последовательностях линейных 
операторов, на которые нам придется опираться ниже. 

.) Теорема(Банах-Штейнгауз), Пусть {An} - ограни- 
ченная последовательность линейных операторов, действующих 
из В в 8, ‚т.е. пусть ГА, [$ Meconst для всех 2 
и пусть | An f-Afi70 для всех Я ‚ принадлежащих 
нексторому всюду плотному в В, множеству. Тогда 


| A.t-A#} +0 
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для всех fe B, i IA | <M Led 
2) Если последовательность fr Е В, слабо сходится, 
то последовательность tf, } ограничена 997,87 
3) В рефлексивном банаховом пространстве всякая ограни- 
ченная последовательность слабо компактна. (89.7 
4) Если в банаховом пространстве Fr слабо сходится и 7, 
а Wf, I сходится к Ifill ‚ т tp сильно 
сходится к # . [357 
5) Теорема Лебега. Если послеловательность измеримых функ- 
ЦИЙ 4, (+) сходится почти всюду к #(¢) и ограни- 
чена некоторой интегрируемой функцией, to _/ 7, (¢)@t 
сходится К св ав. [56.7 . 
Ниже Нам неоднократно придется рассматривать опера- 

торы, действующие в пространстве функций со значениями в 
некотором банаховом (в частиости гильбертовом) пространстве. 
Для нас существенны будут три варианта такой конструкции: 

а) пусть 8, - банахово пространство и С(8,) со- 
вокупность функций (Е) со значениями в 8, , определен- 
ных на отрезке [0,5] и непрерывных, т.е. таких, что 
196 (Е) - (to) 0 пи Е -%&. в С(8)) определим 
норму, положив 


| “СИ, = oe? uct ie 


при этом С(8,) становится банаховым пространством. Ec- 

ли (+) (05Е5$5)- ограниченная полугруппа операторов в 
В, , то ее можно рассматривать как оператор, отображающий 

пространство В; в пространство ССВ, ). [44] 
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6) пусть Д - гильбертово пространство и [. [5] 
- непрерывная прямая сумма пространств изоморфных Н. это 
означает, что [.[Н] есть совокупность функций A(t) , 
со значениями в Н , измеримых в том смысле, что (А (¢), 4.) 
есть измеримая числовая функция при любом Ао ЕЁ и удов- 
летворяющих условию: 


{pace |, 48 < = 


- 20 
Если в [,[Н] скалярное произведение элементов A(t) м g(t) 
определить как 


(nit), g(t) = [ (Ace), gto), Е, 


то Ll 4) будет гильбертовым пространством, сепарабельным, 
если сепарабельно Н . 
Нам понадобится следующий факт: если A(t), 9(#)Е L,lH} 
стремятся к нулю при #229 
и А (2) « ge) €LglH] , то справедливо равенство: 


d eee « 
(= A(t), 9(#))= (ACE), Be glt)). 


Для доказательства этого равенства реализуем // в виде 
пространства последовательностей <. . Тогда каждый элемент 
из Ly : H v будет представлять собой последовательность 
фа, (8) } ‚ ге &,(é)~- измеримые числовые функции и 
ee 
я ia, (t)dt <=. 
- 22 


п 
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Скалярное произведение двух элементов @ и 6 из 4, LH] 
запишется при этом в виде 


(6) =5” Га, (Е) 8, (#) ee. 


Воли все @„(Ё) и 6 (#) стремятся к нулю при |#/ 00 
„ [2, (6) 5, (6.8) представляют собой элементы из £,L4] 
» то при каждом М 


80 20 
] a, (4) 6, (&) at =- [a (Е). (aE 
-20 


=e 


и следовательно 


oo oo 
2 [ al(t)b,(dt=-Z7 vf An(t) b, (é) ae. 
-2о - со 


Пусть 8 - банахово пространство, и ,(8) сово- 
купность функций (2) co значениями в S , опреде- 
ленных на отрезке [0,5] и таких, что // te) lg ин- 
тегрируема no ¢ на [057.8 L,(8) определим 
норму, положив 


4 
Puce) il, в = Nace И, tt, 
, о 


при sto 4,(8) становится банаховым пространством. 
Функции со значениями в В приналлежаме ,(8) назы- 
ватся функциями интегрируемыми по Бохнеру. 

Множество двузначных функций фундаментально в L, (8), 
Т.е. линейная оболочка этого множества плотна в (,, (8). [#4] 
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§ 2. Основной метод оценок решения. 


Пример. Освовную идер метода, с помощью которого полу- 
чены оценки, мы NSAOKEM вначале на простом примере. 
Рассмотрим в [,[Ю] оператор 


1 А *В-А (51) * 8(5 7.5), 


rae линейный оператор § (. X,Y, Zé ) коммутирует с № 
А (<,1) — - числовая функция, | (x, у) | <4 
Предположим вначале, что |’ существует и ограничен: 


ГОК ВЕ 


Пусть ue by - решение уравнения 


ри - $ (%,4), 1ЕЁ» и #(54)=0 при ork 
Очевидно, что, если V(x) — кусочно диференцируемая 
функция, причем (x) 1% 7)=О, то L(Pu)= 
=Lipu-yt-[L,~]u=-Ay u. 
(квадратные скобки озвачают коммутатор). 
Следовательно: 


[бу зе к и. 


Полагая 
P(x) = ae при ©>F 


oO при д $$ 
где к любое целое, а £ > x , 
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ее а Мк Sows) fe fut ay 
ре 2.1) 


При ^=1 интегралы в правой части неравенства сходят- 
ся. Из неравенства следует сходимость интеграла, стоящего в 
левой части. Предположим по индукции, что интеграл 

(=) 


Jew pe [uray 
$ -o 


сходится, Из В (2. ‚р будет следовать сходимость 
[tc $) “ах. И urdy 
Отсюда seen что, все а в (2.1) сходятся при 
К=п, где & - любое положительное число. 


Обозначим 


AGE fee) “ef мау 


Тогда из неравенства (2.1) будет следовать 


ри" 2 P's) 


Это неравенство позволяет оценить интеграл 
2 
] их i ur(my)ay 
$ — о 


при больших $ 


Поскольку / сколь угодно велико, то имеем: 


где д, 70 при 2-700 
/ 
Домножим обе части неравенства на Ф, и проинтегриро- 


вав от $ до oO , мы придем к неравенству 


4 4 1.4 
$, (8) = © (1-4. ($,) 
Отсюда, учитывая, что $. (го)=0 получим: 


ge On.) (F- Fo) 
$. ($) ‹ $, (+) (2.2) 


Приведем пример в случае обыкновенного дифференциального 
уравнения, когда оценка (2.2) достигается при А =O 
Пусть [= +4. Тогда [ДИ <: 

Пусть 1и=0 при oa , тогда при 4, 


i -2 
(dn)? _ 4" де Я 


ОЕ aa Joep" к 


Следовательно, 
-4(5;-#) 


$ (5) = $. (Fo) 


что и требовалось. 
Из (2.2) следует оценка для Е: Uu “de » поскольку 
¥ 
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Joe fut dy $ ier vie fa! ay s fog с/х x fut 


Freq  -9 Fes 
= $, ($). 
Замечание I. 

Нетрудно видеть, что от оператора 8 требуется лишь, 
чтобы он коммунировал с 4х) . Or оператора A nom 
мо этого требуется ограниченность. Следовательно, В может 
быть матрицей, содержащей производные по всем аргументам, за 
исключением < , с любыми коэффициентами, зависящими от всех 
переменных. Оператор А может быть матрицей с огравиченны 
ми элементами, зависящими от всех переменных. Иначе говоря, 

A(x) и В(х) суть операторы в некотором гильберто- 
вом пространстве Н , зависящие от < , как от парамет-- 
ра. Будем обозначать норму 9Е Я через Ig My Опера- 
тор = А > + В (=) мы будем рассматривать в гильбертовом 
пространстве Ly [Я] функций от = с интегрируемым квад- 
ратом со значениями в Н . 

Если A(x) и B(x) матрицы, то элемент А € LefHJoy- 
Ret столбцом hy и в определение нормы войдет так- 
xe сумма по индексу V . Так что оценки (2.1) остаются спра- 
ведливыми для систем дифференциальных уравнений в частных 
производных первого порядка по Xx . 

Аналогичный метод можно применить в банаховых прост- 
ранствах. 

Замечание 2. 

При выводе формул (2.1) мы требовали существование и 
ограниченность [”. 
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Однако, если учесть, что  Ф(х)=0 при X<$ , 70 ста- 
нет ясно, что достаточно потребовать существование и ограни- 
ченность оператора Lie ‚ где Ls - сужение onepa- 
тора Ё: A 
L, = L 

на множестве a обращающихся в нуль при xe Fl А cL) 
При этом норма обратного оператора | Le Г =F) ogner 
зависеть от $ ‚ив неравенствах (2.Г’ вместо № мож 
но написать (Ff). 

Это замечание особенно будет важно, когда мы перейдем 
к операторам вида 


a2 
д --4, + B(x) 


например, не имеющим обратного. 

Здесь, если 8(х)>20 при 27% , причем 
Вх) >M(s) при =>? , 10 на функциях, равных ну- 
лю при %<§ —, обратный оператор р ; будет сущест- 
вовать, причем 


|| Le {$ МР) 


$ 3. е ое уравнение. второго по с 
операторными ко нтами. 


Изложенный метод мы применим для получения оценок соб- 
ственных функций самосопряженных операторов. 
Рассмотрим пространство  /»(И) функций 9(%) со 
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значениями в некотором гильбертовом пространстве [/: 


191 S tgcet, dx; aS, (=), Gq (=), ae 


Рассмотрим nL, (H) самосопряженный оператор 
Bana 


A o z 

ene Ge 
(3.0) 

rae B(x) коммухирует с оператором YMHOKEHHA Ha х 


и удовлетворяет условию 
wo 


2 
| (Bix) gx), gO) ae xf. 65,“ 4) 
7, 
при 5-м x G(x) Е D(B()) (28) об- 


хасть определения оператора 8). 

Теорема 2.1. [51,10)] 

Пусть Л - точка дискретного спектра оператора 
Ly 22 - расстояние от точки Л до предельно- 
го спектра оператора L, а = = A. Каждая собствев- 
ная функция 7/^(х) оператора 4 , отвечающая собст- 
венному значению 1 , удовлетворяет неравенству 

-2(1-Г) $ 


Л Y(2) р, de < Се | 
F 


(3.2) 
rye 0 >0 - любое заданное число, С(^/ - константа, 
зависящая от ‚а 


4 Yt 
д =[а4а + (© 16а*+08 8“) a (3.3) 
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и авзаяется точной константой Х/. 

Следствие. Пусть /^(х,/, 2) - собственная функ- 
ция уравнения Шредингера -л\/^+ u(x YF) Vx) v 
в пусть 


Inf ки)“ 


эм 


Известно [98] , что дя этого случая 


[Чеки | =| [4+] "ес Rachie 49, (34) 
Pg ed 

где PQ - расстояние между точнами Ри О. 

Из (83.2) и (3.4) следует 


[озу | ве Де" И < 
Xo} “09 


-#(1-Е) OX 


¢C(é) e ; 


где © выражается формулой (3.3). Из этой оценки следует 


оценка Э.Э.Шноля / 88 /, который еще в 1957 г. получил 
фм brad 


Замечание. Пусть ] - числовая прямая, B(x) = U(x) > 
при 1%{-—е9. Тогда asad -jed и мы получим из 
(3.3) <= И” ., На самом деле в этом случае 


a(x) ~ é ne Таким образом, в этом примере значе- 


х/ См. замечание, 
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ние константы “ достигается. 

Для доказательства теоремы нам нонадобится следую- 
wan Jemma. 

Лемма 2.1 A 

„Пусть g(x) 6 04) , причем 9(2)=0 
„и [9(х)=0 при tf. 

Тогда для любого £70 найдется Я , ие завися- 
щее от Я и такое, что при $? $; 


(de) Ngca p< IL L-A] goon (3.5) 


Доказательство. Пусть я — P- вратное собствен- 
{ 
ное значение, ал ‚ ¢=4.,P - его собственные функции, а 
^ 
A, < Остальные собственные функции оператора 4 


Докажем неравенство 
19 (=) I's 216, #1 +7. 19 [1-1] 8)". 
[Аи- т sa-€ 


1 о | Ci-40 gl. 


(ле мат! eer 


(3.6) 
А 
Обозначв «=f =(L-A) 9, а через R, резоль- 
венту оператора АД в точже A (на подпространстве 
ортогональном аи » (=4,1,.,р ) ‚ получим 


ВН га р : cya 2 
Hat - 2 (9, У) = |-> HIRT = 
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“1S (tf В, 4. +R F- ee PK, Н- 


JA-Anl <a- 


1 “5 ast +fR, ECLA, I< 


s 5 Get, 4 von Lv, 13 


А-а (A-Au)?® ae -e)% - 
Отсшда следует (3.6). [A- Акра 


В силу условия леммы имеем 


(95%, )*‹ SWE Ты ae Ig" 
Ы 


([1-1]%%.) < Диз de |li-slg 


Отсюда и из (3.6) следует неравенство 


усы м | te aes 14-19 Ё. 


4 
2 [rns ie ae а: raya (d-e)* zl gt 


- a ve 


Отсюда при § 7 Ff, 
[сд = осела + ocepih-s}g fs all alg 


Следовательно, 
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(d-e)* (4-0,(e)) 19601" (0, er+ ДЕ - ang 


(d- O,CE yy 19) mie -\) 9 || ь 


Обозначая (),(€) снова через £ , получим утверждение 
леммы 2.1. 
Доказательство теоремы. Пусть (<) - дважды диф- 
ференцируемая функция, обращающаяся в нуль при х<$ 
Имвем 


С О т | = 
mee И А С К 


Очевидиы токдества 

ayn р) =-([P' 0] 44) 

0= ([9'1* 91-414) =-([97°9,4") + 
+([(8-1)] 449, 9')= 

("у у’)+ | py + ([8-л] Ву, 94°) в.в) 


Из (3.8) следует в силу условия (3.1) при достаточно боль- 
тм $ 


“19'V' - ав") > а el” (3.8)' 


Hs (3.5), (3.8) В (8.7) следует 


GeV ON" s 19% а (107 9) - 
-Ча И? а 
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Положим теперь  (х)=(Х-#) при Х›Ё и 
нулю при << По индукции из неравенства (3.9) 
следует, что 


$5) = | о" [en (yy, = 


существует при жюбом / . Неравенство (3.9) при достаточ- 
но больюм П>П, принимает вид 


164 * (1-6) Ф: 5$" - 16а $" 
Отекда следует, чо Ф( $) удовлетворяет неравенству: 


5$? -16а$"-168*(1-Е, ) B20 (3.10) 


Корни характеристического многочлена, соответствующего 
оператору, стоящему в левой части неравенства, имеют вид 


2 3а- Иб4 а*+804 (1-Е) 
a apes ee eee wee 


V6Y¥ at+80a*(1-&) 
age bar =e + =4e*(t-b) 


Обозначии (5) = D'-ph= p's [p/* ф 
Тогда ms (3.10) следует 
Peg: 7/30 (3.1L) 


Умнокив ва Я’ обе части неравенства (3.11) и проинтегри- 
ровав с учетом, что (20) =72'=0 , получим 


Aa 


(7)) 27(20) 


Orenaa, поскольку Я (F)<O0 , имеем 
9($)5 Cea 


т.е. 
$" sisi’ ps Cel? у 


и в силу того, что $Ф"($) 20, DF) 0, 
имеет место неравенство 


-д+ 
P< Ce (3.12) 
Поскольку 
у 2 
на $ 08-4), 
¥ (3.13) 


то отсюда получается неравенство 


АЕ dx С cee ef () gt 
Ы 


’ 
что и требовалось. 


$ 4. Оператор первого порядка. 

Изложенный метод может быть применен также для оценки 
собственных функций самосопряженных операторов первого поряд- 
ка по Хх вида 

Aa 
L=A£ + Bi), 
ах (4.13 
те {fA | 51 , в частвости для собственных функций ста- 


an 


5 
5-1419 


ционарного уравнения Дирака Х х/ . 

Пусть A - собственное значение, а ^/^ - соответ- 
ствующая собственная функция оператора Ва Ч(х)Е C* 
и равна нулю при х<$ › тогда 


[А 2 + 82) -л ] У 9% = Доу 
[1 -л yee) =Av'y 


В силу леммы 2.1 для ae rae ee 
(d-e ПФ < ПАРУ 


Аналогично предыдущему, полагая 


$69 = (х-1^ пах ную щи хе 
„а $6)=[ 941” , получим при достаточно большом 


non, ob" >4(d-8,)" Ф 


Anaxormano (3.12) получим 


(5) р С а: 


Отсюда в силу (3.13) 


х/ Если в уравнении Дирака (107,6) коэффициенты He ge 
висят от ¢ , TO с помощью замены функции вида Y= € oP 
мы придем к стационарному уравнению Дирака для функции ф . 
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oo 


2 
J Int, ors Селе 
т 
Нетрудно убедиться Ha примере обыкновенного дифферен- 
циального оператора, что эта оценка достигается при €,=O 


-a(a- E)¢ 


Итак доказана. 

Теорема 2,2. 

Для собственных функций опёратора (4.1) справедлива 
теорема 2.2, причем (0=& и является точной константой. 


$ 5. Основная оценка для собственных функций. 


Рассмотрим самосопряженный оператор вида 


LAM + Bax), PAcoi ss 


коэффициенты которого зависят OT некоторого параметра 7 . 
Напомним, что воли 9 € [,(Н) равно нулю при ХР 

„ L9=O пи X<f , то в силу леммы 2.1 для 
заданного &>О — существует такое fF, , не зависящее 
ot 9 , чт пи $>F, выполняется неравенство: 


^ 2 
ета is FL L-A]g 1 

(5.1) 
Фиксируем я для данного оператора L - 
Положим 28 aC НЯ У, где { - бое число, боль- 
mee единицы. Совершим перенос начала координат в точку x” 
Рассмотрим в новой системе координат Я = X- xT функцию: 
(y* ¢*)" при $24 
$4,5) = 


fe) при Га 
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Пусть $54 $: , тогда из Х<Т; следует 
х‹х,!-$ ‚т.е. (x- %7*»> 5 , значит У» 5 
Следовательно, 9/4, $ ) равна нулю при < $,, 
Оператор 


Aa 


L= A) &.- В @=) 
в новой системе координат будет иметь вид: 
bs “AME - B(2, y+ %7) 


Г 
Пусть 2) ЕН при жюбом [|S %-$: 
удовлетворяет уравневию: 


Ala) 24 - В (уг) и-ди 


Очевидно, что неравенство (5.1) будет справедливо для 
Функции 1 = (У, $) (У) › поскольку пря < $: 
ви 920 u [9=0 
Таким образом, % 
(d-ey* pull” <I py x I 
Обозначим 5 7 $ 
eq) фи!» J (9% о" poe yl, ty. 


Нетрудво убедиться, что 


Пия [$ 2$} 


Полохяв 4 = О) › Получим: 
(4-1 фу, 


1 
поскольку $ >0 и $20 
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Отскда, обозначая () (£) снова через & , получаем 


ФФ" 2 и(4-5)* $$' 
26) > 4(a-6) $* 


Проинтегрировав от нуля до $ › пожучиы 
$'29(4-2) Ф 


£ Ln b> Q(d-é) 


Проинтегрировав это неравенство от Z>iL до $ > 
получим 
Ln PO) 49 (d-6)(F-2) 


pla) 


(4-Е) ($-а} 


f(s) »е $ (а) 


Дес I, ay $ а Iucy) | dy 


~ael 


я nf 
ft" buco ayes” fecal, 9, 
-$ 


то при $ < x,'- F 5 мы получаем: 
‚. 2 ~% “Hn AL-ESGF-a) 
9) 44»; $02; € Ф@/> 
$ 
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7 
a(t -8e) (5-6) 2 
>C (ae) @ fret, ay , 


где 6=а-1 7 4 
поскольку eC (ве aa 


Переходя x координатам Х и обозначая ЧЕ — сно- 
ва через & , получим: 


же 

] иске $ Свое“ т de 
56 ang 
Положим f= a - г , тогда 

+? а a! §, 

-8(&- Я 

Е sG (8 ee he ах < 
mF 6 $ 


ou € 


8-Е) 2 
d 
$ C66) & fyuce |, 2х aa 


adf, 
Константа C. (ВЕ) =С £)€ не зависит от x 
Таким образом неравенство (5.2) справедливо при любом 
Yd . Похагая = La (2/2). 


En & 
мы придем к следующему утверждению 
[емма х/ 2,2 
Пусть / = векоторый параметр, стремящийся к ov 
х/ Из этой леммы легко устанавливается класс единотвен- 
ности для уравиедия (4. I); Именно, если, (<) — удовлетво- 


peer (4.1) и / м сен deel (eye , то че, [И] 
и справедхава Оценка теоремы 2.2. 
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Sees, cane Tee. 


Пусть 2Х(Х)ЕН при бы Хх 
и пи X<2 удовлетворяет уравнение 


Ао 44, Во) udu ПАО, <4 
Тогда для любого @>0 и Ё>0О найдется такое 
С (a, =) » что 
thera я - 1-6) 2 2 
f tu Il, 2х <C@e)e [hel a 

0 


a (5.3) 


Земетны, что 2(X) , вообще говоря, может и не при- 


недлежать Li, [H]. 


$6. 2 xem абстрактной теории возмущений. 

Докажем теперь две нужные для дальнейшего леммы (ции (2) {3]) 

Лемма 2,3. 

Пусть А - семосопряхенный оператор с областью опре- 
деления D(A) , лежащей в гильбертовом пространстве | 
и областью значений, лежащей там же. 

Пусть / - некоторая точка на вещественной прямой, 
a a - расстояние от этой точки до спектра оперетора A . 
Тогда для любого 96 D(A) справедливо неравенство 


219 1 < 1СА-м)9 I (6.1) 


зательство 
Eom точка /* принадлежит спектру оператора A ,70 
a=0 и неравенство (6.1) очевидно. Пусть точка № не 
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принадлежит спектру оператора А . Тогда неравенство (6.1) 
следует непосредственно из известного неравенства: 


(A-p lez 
(см. = /65°/ ). 
Действительно, обозначив =(A “KG , получим 


19 = 1 (4-м) f Ng tCA-y)* [ls Fugu fils + (А-Я 
что и требовалось. 
Лемма 2.4 
Пусть Ло - некоторая изолированная точка спект- 
ра самосопряженного оператора A . 
Обозначим через М A, - Bech оставшийся спектр операто- 


а А. 


( M, - множество, равное 


спектру 0) —, из которого sudpouena одна точка Л=Ао ). 
Пусть cl, = расстояние от точки < ко множества 
Мл» 


Обозначим через P,, - проекционный оператор на 
подпространство собственных функций, соответствующих точке 
Л. 
Тогда для ЧЕ DCA) справедливо неравенство 


ad, 14-Р,)9| 1(А-м)9й 
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Yar, MANE - 


Доказательство . 

Ортогональное дополнение к подпространству собствен- 
ных функций, соответствующих р инвариантно относитель- 
но оператора А. Поэтому неравенство (6.Г), написанное для 
этого ортогонального дополнения, будет иметь вид 


АР eels ИУ, 


тде + произвольный элемен из H . 
Поэтому, поюжив {= (А- №79 , пожучим (поскохьку р, 
коммутирует с A) 


|(4- 2,9 [= 1 G-P,,)(A-p"F He 4-м) НР.) 


¢f 1-Р, (4-м all 
| _ САИ 


Пусть 2 - решение уравнения 


[L-\] и= Аа) $4 + В(уюи+ Иа) и - 
(1.1) 
-ЛДи = 0, 


удовлетворяющее условию Siu I, dxsCe* р 


rae C=CCE) ие зависит от 2 ‚ для любого 
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положительного & ‚и шусть (2, 2)@0 при [x/<2 
а - расстояние OF точки АЛ xo предельного спектра 
оператора Lo’ 


[,+-А (1), Bina) , 
тогха 12 *а . 24-6 


1) fier, $Саёе , 
Ys-a 


rae 270. 


п) Найдется такое собственное значение Ле операто- 
ра Ly › 470 
Cte) eo AE 


(Sf tun’ ax) 


| Mea 


1/8 
р. oe 3 So 
as, : h(t 
0 fu EL Serge] [ae oo geet 


re an = расотоящие от точки (< до остального 


спектра/,; a » 6=4..,р- ортовормированний базис собст- 
венного подпространства оператора Ly » отвечающего точ- 


aa а 


7% 


Доказательство. 
Очевидно, что при [X/ <7 


19 и= АД (2) SE + В (я) unde 


Поэтому в силу оценки (5.3) и условия леммы для достаточно 
больших выполняется к 
2/1 +а 


Ли, dx «со {tell die -e 


21-а 


-2 (1-Е) $ 


Отсюда и из (7.Г) следует утверждение Г) леммы 2.5 

Возьмем функцию ((х) , равную единице при |x! < 7/2, 
равную вулю при || 2 +а, ав промежутке 2/2 <! <4/2* < 
жинейную:  Ф(х) = 142 2/8 -=). 

В силу того, что  {Ф(х). (1,5) =O, а L “w= =A te, 

имеем 


ф(х) [= L, а Wx{L-s]u=o 
Orema || -1] 4(х)м = А (1) (=) м. 


Из леммы 2.3 абстрактной теории возмущений следует, 
что найдется собственное " Pe nips Lig , 


такое, чт 
| ve JAD pel (jh и) 
| фсе) м | . [Фоки | 
свое“ 


я та" 
(F tant ax)" 


И кроме того из леммы 2.4 абстрактной теории возмущений по- 


лучим 

yc ш - > (pore, is GEO AOR 
ay 

т.е. 9/2 


SG 2; ~ali-e)o 


Jia (etx) 4 Ye yp ох 


Поскольку в силу теоремы 2.2 


( $x) и, Yon) т (1, Vie de ох «Chee 
то отсюда следует утверждение леммы. 
Рассмотрим теперь самосопряженный оператор 


LG) = A(z) a +В (>) +Е М (Ze), 


-=(1-Е) $ 
? 


где V°(%€) ограниченный onepatop n Я и непре- 
рывный по 0|—lC6T . Пусть < - изолированная точка спект- 
ра оператора 


(0) = Aw & + B(x) , 
a an к расстояние от к до остального спектра 
оператора |, (0). 
Пусть бя, о = Y(t,€) при 2 < 22, 
0 при 7 >27%, =» 
НЕХ (6 < = $420 и пусть ИУ Е)-СЬЕ) 


A 
Тогда оператор jy можно представить в виде 
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AZ +В+Е (Е) = А + ВЕ ЕЙ). 


Ct 
и 


^ = 
= [’+ Е 1/0). 
Позагая в предыдущей same 0=97, , 
V(%,@)=€ V(TE) ‚, мы выведем в силу лемм об абстракт- 
ной теории возмущений следующую теорему. 

Рассмотрим для этого пространство С непрерывных 
функций от Е, OSESE, и отождествим те функции, раз- 
ность между которыми не превосходит 0 Е)=Сехр A ао), 
полученное фактор пространство обозначим через 5' . Рас- 
смотрим пространство [М5] функций из [ГИ] 
со значениями в  . Равенство 2-6 в этом пространст- 
ве будем обозначать значком @ = é 

Предположим, что оператор 


L(o)= At) £ +8) 


самосопрякен в Ly fH] ‚а В (=) коммутирует с 
+ —. оператор EYC(%E) коммутирует с 2 и 
стремится к нулю по норме Н при любом фиксированном 2. 
Теорема 2.3 
Пусть решение КА уравневия 
[о + Е Са, в) ] М =1% 
удовлетворяет условию 
x 
Sx 
fintars Ne 
atk 
-х (7.1) 
rae oO - жюбое, a Cit) - константа, не зависящая OT 
A 
& ‚а ближайшая к Л точка спектра оператора (2) 
есть собственное значение /< этого оператора ковеч- 


77 


ной кратности ле. 
Тогда 
I) Оператор 


ло - a OS Kf ^ if « 
iE + Еве] = — fitz] 2764" НИЕ 
г г 


где /’ окружность с центром в точке № радиуса a/2 
имеет фт различных собственных значений 
м = KO (c=44,.,@), а сумма проекционных опера- 
торов В (Е) (=44,.,@ на собственные nommpoct- 
ранства, отвечающие им, имеет размерность 72 . 

bu agen соотношение 


Е Р(2)) + |, то 


TU, 
3) Найдется такое OS (< = » что будут выполнять- 
ся соотношения 


Min (ме Mal, IM spol J 1G-BVY, |. at =0 


JA- cel y if Iv Г, ae 


wt, 


0 


Замечание I. Если ближайшими к точке А являются 
два собственных значения № |. № оператора (0), 
т.е. точка А ваходится посередине мехду /№ и 


» 70 1 
SY, ae тд 
~T, 
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poe 


err A 


Замечание 2. Для действятельных A только решения, 
удовлетворяющие условию {7.1 }, пмеют физический смысл. Из- 
зестно, что собственные функции непрерывного спектра ши- 
рокого класса дифференциальных операторов с частными про- 
изволными удорлетворяют этому условию. 

Для дифференциального оператора второго порядка вида 
(3.0), удовлетворяющего усзовням теоремы 2.Т,будет справед- 
лива предыдущая теорема, если пололить 
6(Е)=ехр]-(4- г) dt} ‚ где 2  определается форму- 
sok (3.3), 

Это утверждение доказывается аналогично предыдущей теоре- 
ме. 

Броме того, аналогично иожно рассматривать случай, когде 
« в формуле (3.1) зависит oF } (ср»замечание 2 $2). 

Это будет иметь место, например, для уравнения Предингер: 
когда потенциал на бесковечности стремится к оо и 
спектр чисто дисретный. Впрочем, в этом последнем случае 
можно использовать оценки, полученные в работе Тозио Като 
"Свойства роста решений призеденного волнового уравнения с 
переменным коэффициентом" (1959) (см.сб.Математика, 1961, 
5, BI, 115-135). 


ГЛАВА 3 
СИЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ. 


$ I. Слабая сходимость решений. Рассмотрим следующую 
задачу: пусть {Я } - последовательность линейных опе- 
раторов, действующих из 8, в By (тде В, и 8. - 
банаховы пространства) и имеющих одну и ту же область оп- 


ределевия D (Ri J=D 


Рассмотрим последовательность уравнений 


м, = Us (Т.Г) 


и предположим, что как последовательность операторов 

так и последовательность {Uy ; правых частей уравнений 
(1.1) сходятся, в том или ином смысле, к оператору A и эле- 
менту U~ соответственно. Рассмотрим, наряду с уравнениями 
предельное уравнение 


Axv=v (1.2) 


Спрашивается, какие условия должны быть наложены на последо- 
вательность операторных уравнений (Т.Г) для того, чтобы пос- 
ледовательность их решений 1X 3 сходилась (в том или 
ином смысле) и решению предельного уравнения (1.2) 
Установим сперва условия, при которых имеет место сла- 
бая сходимость решений, а потом перейдем к условиям сильной 
сходимости. При рассмотрении слабой сходимости мы ограничим- 
ся случаем операторов, действующих в гильбертовом простран- 
стве. 
Теорема 3,1 В Пусть { A} - последовательность 


линейных операторов в гильбертовом пространстве Я » имеющих 
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одну и ту ше область определения D , вощлу плотную в Н 

и пусть iA, } сильно сходится к A , a {#3 - 

последовательность элементов из Н » слабо сходящаяся к 
$ « Если для пооледовательности уравнений 


4 
“= 
4, no ty (1.8) 


существует ограниченная последовательность {2%} ax 
решений то существует такая последовательность §{ Y, } 
решений предельного уравнения 


4 
А xf, (1.4) 


что последовательность {х,- 9 et слабо сходится к 
нулю. 

Доказательство, Так как поседовательность 7 >., | 
ограничена, то из нее можно выбрать слабо сходящуюся под- 
посдедовательность { Xn, }. Пусть 1 - предел этой под- 
последовательности. Покажем, что 2 - решение предельно- 
го уравнения (Т.4). Действительно, для любого 96 D 


| (Д 9, Ln, ) =([А-А nel 9s нк ) +09, tn.)-9G,#) 
| 
и, в TO же время 


( Ад, =. ) —(Ag, rv) ’ 


(Ag,v) =(#F) 


(1.5) 


a] 


для всех 96 р. Поскольку D вокду плотно в 
va! » 70 (1.5) означает, что 
+ 

A v=f 
Обозначим через HH, подпространство всех решений од- 
вородного уравнения A =O , а через H, - его 
ортоговальное дополнение, и пусть ДС и [, = mpoer- 
ционные операторы, отвечающие этим подпростренствам. Поло- 
жим 


=. = ВС") (1.6) 


У, = Ent tn 


Каждый из элементов Ул будет решекием уравнения 
(1.4); действительно: 


А", = А” (ть +.) = A(R vB tn) = 
=A RY= ARH) VHA Vf ал) 
Поэтому для завершения доказательства теоремы остается T0- 


казать, что последовательность { 7, 5 слабо сходится 
к нулю. Эта последовательность ограничека, т.к. 


IZ 1$ (ude dye , 


а последовательность { Xn} ограничена по условию. 
Далее, т.к. 2. Е H, » то для всех хе, » имеем: 


(2n,x) =O (1.8) 


Кроме того, если 9ЕФ ‚ 70 AgéH ‚ поэтому 
(Ag, =.) = (49, Yar №) = (ГА,-А 14,1.) + (Ag, 4,)- 


-(А, д, х» ) = (LA,-A] 9, Xn)+(9, t- fa )20 BPE hae 
(I.9) 
для всякюго ЧЕ ГД . is (1.8) и (1.9) получаем, что 
соотношение 
(2. и) 0 щи 1-ю (1.0) выюжнено 
для каадго ЕН, @ RCA). 
Ho RCA) scemy плотно в H, , т.к. иначе в Н, 
вавелся бы ненулевой элемент = Y. , ортогональный Ю(А), 
н мы имелв бы для кеждою X & D. 
0=(и, Ах) =(А*%, =) 
откуда A*%=o » т.е. yee hy, » что невозможно. 
Итак, соотношение (Т.10) выполнено на множестве, замкну- 
тая линейвая оболочка которого есть всё ПН. Отсюда 
следует, что ограниченная последовательность { 7, } 
действительно слабо сходится к нулю. Теорема доказана. 
Замечание. Если оператор a существует (т.е. 
ур-же А“х=о meer лишь тривиальное решение), то ут- 
верждение теоремы 3.1 можно сформулировать так: всякая 
ограниченная последовательность { Xn } решений уравие- 
ний (1.3) сходится к решению предельного уразнения (1.9) 
Более того, если /*“ существует, то теорема 3.1 
имеет место и для операторов, действующих из одного бана- 
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хова пространства в другое, поскольку единственный пункт 
проведенного выше доказательства, использующий гильберто- 
вость пространства НД - это возможность представить его 
_ в виде суммы подпространств H, и Н, . 

Следствие Г. Предположим, что выполнены условия тео- 
ремы 3.1 и, кроме того, (Zn, Yn -Ж№.)—0 Тогда 


Ги, - 2. | >0 
Действительно, 
(Y,- т», Yn~ Xn) (Чл Уи - Xn) = (Yn, Pn) = (Ur Bn) 70 


поскольку Yn- UE A, ортоговально Я» 
Пример. Рассмотрим задачу 


L 


a 
U,],=0, KEY) > «о, 


Up =-ED(1+ Sin Е } e+ ele ye = Flay) 
(I.1I) 


Е 


A = оператор Лапласа, /" - гладкий контур, ЖЕ/, [42] 
R область, ограниченная /’. 

Докажем, что 2, (x, ¥) слабо сходится пи E797 O к 
$ (2,4) [в * сх, у) в области SD . 

Очевидно, что сопряженный оператор lie сходится 

при >00 к оператору умножения на ^“(х, 4) 

Для применения теоремы 3.1 остается доказать ограниченность 
[ФИ при &—>0 . 


Умноким (1.11) wa (4+ Sin* # )4, и проинтегрируем 
wo 92,4 & SR.  Понитегрировав о частям, получим 


é ffl рт" Е), ожау + ff wUtesnt £ ) tygtolxaly = 
2 2 


=f Fu, (14 т" F) lady $ [| F(t sin EM ee Cl Fg 
SP 


Следовательно, 
Дим екау $ СИНИЙ , 

значит lug 1 £ HF il, 
что и требовалось. 

$2. Условия сильной сходимости решений. Перейдем те- 
перь к установлению условий, при которых последовательность 
решений уравнений вида (Т.Г) сходитея к решению предельного 
уравнения {Т.2) ие только слабо, NO и сильио. Так как реве- 
ние уравнения вида 

Aust 
- это обращение оператора А » TO HAM удобнее будет сформу- 
лировать и доказать соответствующий результат ие в терминах 
уравнений, а в терминах обратных операторов. Здесь мы рас- 
смотрим общий случай операторов, действующих из одного бана- 
ховского пространства в другое. 
1° . Теорема о сильной схо. и 

Пусть { An } - последовательность линейных опера- 

торов, действующих из банахова пространства В, в банахово 
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. пространство В, и имеющих одну и ту ке область опреде- 
ления D, и пусть А - ошератор, действующий из 8, B 
В, , имеющий ту же область определения D и такой, что 


= 2 
Ag pag A,g дла во 960 

Оператори { | А, } мы предположим допускающими замкыу- 
тые расширения, Замыкание (т.е. наименьшее замкнутое расии- 
рение) операторе A, обозначы A, Сираведлива 
следующая 


Теорема 3.2 (57, 12)] 
Пусть последовательность { А — } существует и ог- 
раничена в совокупности: 


| Aztile С 
Тогда 
Г) Существует обратный оператор A“ , ограничен- 
ный на множестве (A) ‚где R(A) - замыкание 
области определения оператора Д^“ 


2) A fe т АБУ, 


где f [4 R C А) 
Доказательство */ . Для доказательства существования 
A™* достаточно доказать, что уравневие /Д 4, =0 веет 
елинственное решение Y=0 . 


x/ Cp. гл. 5, § 1 /Аеорема 5.17. 
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ООО ООО р вице, el: i a Pe 


Итак, допустим, что A 9, =0 ›‚ те 9,6 D(A) 
Оценим | 9, Il. 
Имеем, в силу условия теоремы 
Фет An Go = A 
следовательно, WA, Jus 1 А% ire =Е 
при П>.№. 
Отсюда и в силу ограниченности tA, |} 


1% NVA An 15 ПА VAL И=ЕС 


Так как & - любое, то 19, =o и“ Fo =O. 
2) Докажем сначала, что Дт Ax f-A'Y для 
£ € ROA). >” 
Мы нем ALE D(A)C DOA.) (£6 RAI). 
Следовательно, A, Af — определен для всех 
ЧЕ RCA). 
Построшы последовательность 
h=A,(A,-A )feF- А, А”; 
В силу того, что А„9 > Ag для g=A #€D(A) 
получаем ff h, 1-0 ши 2-00 
Для любого ДЕ RCA) имеем 


(А- A“) = ПАЛ hy Hs PAS Halls Cl Ano 
что и доказывает сходимость Аг к А’ ua RCA). 


Отскиа по теореме Банаха-Штейнгауза 2.2 A, 
сходится х A ва RCA) a PHATE SC 


2°. Примеры. 
Пример Г. 
Рассмотрим храевуюр задачу. 


Lue =e Ou sit ~Aurciau= (к) (x= m,.% ,x,) 


= Qu = ca 2“ 
и. 28 |.. ° 2200 (2.1) 


2 
BH будем изучать поведение репения при £ > dO. 


(К этому случаю сводится задача об асимптотическом пове- 


дения ретения уравнения Клейна-Гордона-Фока при Е -> = 


B уравнении (2.1) для этого надо сделать замену 2= Е 
к положить Я(16Е)= Я (x, Е) 

а. Чтобы понать, как может вести себя решение уравнения 
{2.1) при €~0  , рассмотрим частный случай: обыкно- 
зенное дифференциальное уравнение: 


2 re F(t) 


+ = 0 
2 tzo 


Если F( 4) непрерывно дифференцируемая функция, 
то его решение 1, (=) может быть представлено в виде 


t 
14, (t)= О Ef ged m [Fea (cos ef). 


= F(t)- $ (о) cos Ё - Г F(t) cos ак 
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следовательно, ели Я(0)=0 ‚а F el, ‚ то 
сходимость (+) к FC при E-v0 будет 
сильная 6 L, , если же ¥(0)#0, то сходимость 6y- 
дет слабая. 

6. Обратимся теперь к общему уравнению (2.1) 

Рассмотрим его в пространстве 4, функций от 
< (або в области, огранвченной /” , если 2%/,=0, 
либо, если {/ up ie fiulae <22 во воем бесконечном про- 
странстве) С 

Пусть Lu = 9(48) 


Умножим (2.Т) скалирно на 2%. деи 


a 
Е pe +d тыр 2 Си. (958 %) 
Проинтегрировав по Я » Получим, в силу условий 


и... =e ai =0 Wout | =0, 


ыы 4 t 
Pad + (тии + poull*)= J (Foye), За 
Проинтегрировав еще pas no & от нуля xo I п 


. 2 р р 4 о 
Ея art [| [routde+ уси at = 


4 t 
= Лав] (Feaey 24 ) dé «| Г-н аа [= 


a een м и 
cf [0 Fue де. /'J al at 


(2.2) 
следовательно, 


Е" Лев at, 


a значит, 
/ | Dey" at 
существует, если только / Як “dé существует. 


Пусть существует J Иа ели at ‚т.е. Я 
принадлежит банахову пространству И с нормой 


cols ЕР 


Тогда, проинтегрировав fae [Ges é), 2% Jae 


по частям, получим из (2.Г) 


ЗЕЕ Че, at» уси" at) = 


- | безо -/ at SO yu) alt < 


“Vf Vice Nae [Stu dt+ | 422 О yae Vfueutac 


Otcrga 


{ 
7 ы т 
J erat «флеши И Лил“ 179, 


Следовательно, оператор Lie ‚ действующий нэ И’ в 
гизьбертово пространство р. функций or x, ¢ 


с порой 
Гр =У аще 


равномерно ограничен при & —0 
И ИЯ, 


Предельный оператор имеет вид 


А 


Lov =- 49+ 032) = (58) 


(2.3) 


По теореме 3.3 2, сильно сходится к uv’ , если правая 
часть (58) принадлежит RCL"). область © CL?) 
состоит из дваждн диффереицируемых по ©,  фуниций, об- 
ращатщихся в нуль пи &=0 вместе со своими первы- 
ми производными. Замыкание А@( be ) в пространстве W 
сохраняет одно начальное условие 

F (x, 0) =O. 

Таким образом в общем случае уравнения (2.1) так же. 
как и в примере а) , если правая часть ‚дриадлехит ROLY 
и обравается в нуль пи Ё=0 ‚то fiw: -y "в 
сходится к нулю. Это можно доказать и в случае, когда пра- 
вая часть зависит от & и сильно сходится в к 
некоторой функции 9 mu Е>О. 
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Предположим теперь, что правая часть Я(% 2ЕИ/, 
no 9(%0)=*0. Докажем, что в этом случае для любой 
функции Y(t) с интегрируемым на /0,1/ квадратом 

SUPE) С - ла { 0 
т.е. осуществляется смешанная сходимость - слабая по { и 
сильная по ©. 
Для доказательства умножим ур-не (2.1) на дважды дифферен- 
цируемую функцию Y(t) , обращающуюся в вуль вместе со 
своей производной на концах отрезка /0,Т/ и проинтегриру- 
ем BPO по ё 


J PCE) (вре =Е | gre 2 dé, ./ Yt) uae = 


aif few ude ae а 


Поскольку в силу (2.3) 


4 7 
IS) uae 5ЕТ Пели ИИ, $ 


п ed 
Е) Соле YF, 79 


(2.4) 


ot 
при &20 , а оператор { 14°} существует 

и ограничен, как обратный к эллиптическому оператору у” 

(см. предыдущий пример), то ms (2.4) вытекает pampncrae 

4 


Доне У Plxtidé =-=1 1 о cle 


Отсюда поскольку 
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ley" i ve F (x,t) dt = “i PLE LS" Усова: Sf oe 


имеем If 900 гие - -yjdt lo пи &->0 


ПоскоЗьКу множество {14-01} ограничены в '.. 
то зто соотношение будет выполнено по замыканию для 
всех {(t) с интегрируемым квадратом, что и требовалось. 

3°. Теорема Реллиха (новое доказательство). _ 

Сейчас мы указем одно применение теоремы 3.2 к 
спектральной теории самосопряженных операторов, а именно 
получим из нее, с помощью элементарных рассуждений, сле- 
дующую теорему Реллиха./647, 65.7, [407 

Теорема 3.3 (Реллих), Пусть (А. - последова- 
тельность самосопряженных операторов, действующих в гиль- 
бертовом пространстве Н и сходящихся к самосопраженно- 
му оператору A в том смысле, что /Д есть замыкание 
оператора (fim A, . Если 12°} x LE, 3 Е 
спектральные семейства, отвечающие A в и ДА coor 
ветственно, то Е.” сильно сходятся при 72—20 к Е, , 


х/ Я (% 6) должно быть достаточно гладким, 
чтобы 


uimt)ée D [-4+с*] 


в каждой точке А > ше принадлехашей точечному спектру 
оператора А. 

Доказательство элементарно в том случае, когда нос- 
ледовательность операторов А к] равномерно ограниче- 
ва по норме. Действительно, в этом случае можно, не огра- 
ничивая общности считать, что | A, Il < 4 
Дян зибого многочвена P(t). 


имеем: 
P(A,) > РСА) 
С помощью теоремы Вейериштрасса это соотношение переносится 


на любые функции, непрерывные на отрезке [-1 4 ] 
Возьмем, в частности функцию 


А) = { é ци 220 


О пи Ё$0 
Соответствующей функцией от оператора /Д будет 
Таким образом получаем: 
(м) 
Ро. Agen 


Отсюда следует, что 
{* 
BOA AEA 
Действительно, для любого ДЕН имеем: 


fe AF- EASE ГЕ” (А-А.) 41 1ЕРА, F-E APIS 
«| (А-А,) £1 LED A. F-E,AF I O° 


(2.5) 
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Бели нуль не есть собственное значение оператора A » о 

Р(А) вощду плотю в Н ние Ю(А) определен об- 
ратний оператор A‘ (вообще говоря, неограниченный). 
Для всякого #6 R(A) воду (2.5) имеем: 


Bot = EAA PEs 
так кк RCA) всюду плотина в H , то соотношение 
РЕ 
зитолняется для всех SEH , т.е. Г L tem те- 


° 
верь A ~ произвольная точка, не являющаяся собственным зна- 


чением оператора A , то достаточно те же рассуждения приме- 
нить к оператору (А-4) и мы пожучим, что в, 2, £65] 
Таким образом, для равномерно ограниченной последователь- 
ности ТА, теорема доказана. Рассмотрим теперь об- 
щий случай. Из условия 


А, -А ва D ) 
следует, что 
А. +: >А +2 (sa D ) 


Операторы 4 
[ А, # ] 


существуют и в равномерно ограничены (норма каждого из них 
$4 ). В сижу теоремы 3.3 


[ A, +é a [A “ey” 


$ 


Аналогично 


Aco saa" 


И следовательно 
4 d 2A, _ ЗА 


 ——= 
В 44 А*.{ 

т.к. проекционные операторы £, к ДР”, отвечашие 

операторам An и А › совпадают с соответствующими опе- 

раторами, отвечающими 


А д: же, 


Ate Aved 


J 


то общий случай теоремы Реллиха сводится, с помошью теоре- 
мы § 2 к уже рассмотренному частному случаю ограниченной 
последовательности операторов. 

4°. Переход от дискретного спектра к непрерывному Х/ 

В этом пункте мы будем рассматривать последовательность 
самосопряженных операторов An с дискретным спектром с об- 
щей всюду плотной областью определения о в пространстве 

L 2» скодящихся к самосопряженному оператору A сие- 
прерывным спектром: А есть замыкание оператора 


х/ Этот пункт требувт специальных знаний в области 
спектральной теории операторов и может быть выпущен при 
чтении. Достаточно прочесть приведенный здесь пример, 
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dim An › определенного 6 D . обозначения: 

"9 .)- порождающий базис nan оператора Л, 

д и £F —_ - спектральные функции операторов A и 

A.» f - основная функция по Шварцу; И“ = про- 
екция на подпространство, порождаемое векторами Е. ge 

Предположим, что оператор A удовлетворяет усло- 

виям теоремы Гельфанда и Костючевко и, следовательно, (9, ay] 
имеет обобщенные собственные функции - определенные как 


функционалы вида 
(Eg, FO) 
«(Е 9%“, 9) (2.6) 


Теорема 3.4 [51,197 

Предположим, что функциовалы (2.6) непрерывно зави- 
сят от A , тогда существует бесконечное число последо- 
вательностей fag собственных значений операто- 


ров Ag ‚ сходящихся к данному A , таких, что соответст- 
вующие им последовательности собственных функций, нормиро- 
ванных определенным образом, будут сходиться как функциона- 
лы на основных функциях к обобщенным собственным функциям 
оператора А. 

Доказательство теоремы будет состоять из доказатель- 
ства двух лемм. Предварительно введем определения 


17-1419 7 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ I. Если Shae -#) “Chl 70 » TO Fr 
сходится к f в среднем с переменной” мерой Vat 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если для любых 7% uw Е нейдется 
Л. г такое, что man вех П>ЛЁл — переменная мера 

4. множества, на котором [fn -Х!?^^ будет меные € , 
то fn сходится к по переменной мере fin + 

Лемма 31@ Пусть fn сходится в среднем с перемен- 
ной мерой Mn * $: Stt-fn маю , тогда fn 
сходится x } по переменной мере м». 

Нам нужно доказать, что для любых FOO и E70 
найдется zy , такое, что при каждом 22%, пере- 
менная мера =, множества, на котором / 4, -% {> 4“ 
будет меньше & . 

Предположим, что это утверждение неверно, т.е. пред- 
положим, что существуют такие (20 и €>0 и такая под- 
последовательность {их } ‚ ato [7„-Х[ будет ос- 
таваться больше O° на некоторой последовательности множеств. 

S ny » меры которых Sink остаются больше #& , 

Это приводит к неравенству 


Е, ар 2 SUF foe Pati 2884 


Оно противоречиво, поскольку его левая часть стремит- 
ся по условию к нулю пи г. = => 

Лемма доказана. 

Rom |, (2) > MCA) CAZ) - меры интервала 
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4 для всех 4 ,  - мера Лебега, (=) - непре- 
рывная функция, то из леммы вытекает, что для всякого 45 
существует бесконечное множество последовательностей то- 
чек роста мовотонной функции Mn (-%, <), [т 7-4, 
для которых (1) (4) . В самом деле, пусть зада- 
вы G4 и целое число Р . По seme можно выбрать 4, 
таким, что при «7 >%Va,¢ число точек роста монотонной 
функции =, (-2°,=) , находящихся в интервале {515 ~4, xa} 
и удовлетворяющих условию 


- (м) | <г 
14, (> - #(*») | es 


будет больше P . Выберем 4 таким, чтобы 
14(%-4)- #(%*4)| было бы меньшее 0“. Тогда в усло- 
pun (2.1) можно заменить f(%) на F(t) ‚а & 
на 2. 

Jemma 3.1. Пусть обобщенные собственные функции опера- 
тора A, понимаемые в смысле Гельфанда и Костюченко /97,2) / 


dE ght) (1) 
т g) 
непрерывно зависят or Л. 
Torna обобщенные собственные функции операторов A, 
сходятся в среднем по переменной спектральной мере к обоб- 
щенной собственной функции оператора А. . 
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Доказательство: 
Рассмотрим выражение 


ot) 7 Cob 9 (м) pa) 
и 
d( E, 99, 9“) НЕ" о g™) A ) 


206949) |* Ce ты 
ро] EMI 9) 


ag | EE) 
al Eg“, 99) 


о acesynigey 
Al Es 9%, 9”) 


ACES” gh) 44 


(2.8) 


Первые два члена в правой части равенства (2.8) стре- 
мятся соответственно к ({ () ft) ия 2, -@) 
м dal Ё (к) £0) А 

силу того, что Я Ел 9) 1 )вепрерывно зависит от 


@&) gle) 
по условию, а «СЕ д Ее и. 4 le то теореме Реллиха 
A 


Остается доказать, что последний член сходится к (f м FO) 
Пусть задано £70. 
По определению f™ и ge при >. — найдутся та- 
кие 4; 70 , что 
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| £9256, Fs, 9 [$2 


Отсюда, поскольку при М > No 
(=) Е 
Иа | Ва, Е 9% | < = 


следует, что 


ЕЩЕ 


Последний член в (2.8) есть квадрат проекции Pale Ha 
подпространство, порождаемое векторами вида м (=) Я (et) 
‚ при всех JA. 


Следовательно, (Е Pe ges) " 
@) sta А 
cas t ’)- {fo ae <) g 5} (Bo, 9° - 


A (4) (4) Ca Г ) (a) 
| 4 еее) о. )| < 


ру | AC EM 9 РЕ 2 
$1 НЕ и. Ww 59%) a ЕП 9 fs 
WP UES CES gp ce 1 
Теорема доказана. 


Отсюда и из лемы следует, что, если спектр Ai 
дискретный и условия теоремы { выполнены, то для каждой 


P1419 TOL 


обобщенной собственной функции оператора A, отвечакщей 
данному A , наддется бесконечно много последовательно 
стей {A} собственных значений операторов А, ’ 
сходящихся к A , таким, что соответствующая им последо- 
вательности собственных функций, рассматриваемых как фувк- 
ционалы на $ “ » будет сходиться к этой обобщенной 
собственной функции. 

Пример. ($/,7)] 

Рассмотрим уравнение Шредингера для частицы с одной 
степенью свободы и потенциальной энергией 2х) 


Ae 9 _ 
dn + (1-№(=)) Jn = 0 (2.9) 


Каждая из его собственных функций характеризует некоторое 
стационарное состоящие частицы, отвечающей данному уровню 
энергии. 

Мы будем рассматривать тот случай, когда 2(%) 
представляет собой потенциальную яму общего вида, т.е. 
предположим, что 1х) непрерывна и имеет конечное число 
максимумов и минимумов и 1(-с0)= {( 00) = +00 

Отсюда следует, что для всех (A , за исключением ко- 
нечного числа значений, отвечающих экстремумам Х(х) вы- 
ражение А-2(х) имеет четное число простых вулей. Спектр 
дифференциального уравнения при указанных ограничениях на 

%(х)} является чисто точечным. Положив в уравнении ^ 
heo , мы полусим вместо дифференциального оператора 


т0г 


L 
& 4, - (=) 

оператор умножения на функцию -24(Х) . Этот посжедний 
имеет непрерывный спектр, его собственные функции, соот- 
ветствующие данному A, суть Oo os функции (и их линей- 
ные комбинации), сосредоточенные в тех точках, где 4- (Се) 
обращаются в нуль. Число корней уравнения 2(%)-А=0 
есть кратность этого спектра в точке А. 

Пусть An - собственное значение уравнения такое, 
что функция ule)-A, имеет ЯК нулей 2,.., Tax 9 
а собственные функции уравнения (2.9) нормированы к еди- 
нице го 


: 
тогда Л„ будет удовлетворять одному из уравнений: 


ь 
Уз [iene dv=T(n+t)+ Oh) 


а. ; . 7 
met =: (2.10) 


: с 
причем собственная функция, соответствующая A, , 


удовлетворяющему & -му уравнению (2.10) и неудовлетво- 

ряющему ни одному другому уравнению (2.10) с точностью до 
СХ h) » будет экспоненциально стремиться к нулю при 
#—>0 вне отрезка \Х,, -4-ч 5х $ G, ва, 
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где 9 - сколь угодно малая, не зависящая от А ве- 
личива. Обозначим последовательность таких собственных 

значений через die } ‚ а последовательность соответ-- 
ствующих им собственных функций через {¥,,} . 0бозна- 

” чим подпоследовательность собственных значений последова- 
тельности 1 A, } ‚ сходящуюся при ^- С к некоторому 
фиксированному чел J, ( и ) ‚ а соответст- 
вующую вм последовательность" собственных функций через 
{ Yin, У . Нули функции A-2(2) , между которыми 
лежит ( -ый минимум функции (x) , обозначим через 

жа п Tee. 
Предположим, что собственные функции уравнения (2.9) 
нормированы к 1//” , т.е. выбраны так, что 


агни 


Тогда последовательность собственных функций в пределе 
для четных М, удовлетворяет соотношению 


oo 
(жи) (хи) 
lcm Y(x) ax = ев. a ре! } 
у Я (и) и (2) 


А >о 09 


Aid 
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а для нечетных Л» удовлетворяет соотношевию: 


Я...) р Yl Xue) 


© 
‘Ри и fx) At = —————_ —— 
J a " и ul ( Laer) u (Ly) | 


тде Их) - любая функция, интегрируемая на всей пря- 
мой, с непрерывной первой производной. 

Таким образом, позучается следующая картина поведения 
собственных функций и собственных значений оператора (2.9) 
пр Ao . 

Все собственные функции и соответствующие им собствен- 
вые значения могут быть классифицированы по отдельным мини- 
мумам ("зпадинам") потенциальной энергии 2(%) (так как 
каждая собственная функция стремится к нулю вне одной из 
этих внадин), а внутри каждой впадины собственные функции 

можно разбить BA два класса: к одному отнести собственные к 

собственные значения с нечётным “© , приводящие при А.->О 

т х образованию суммы Ф`- функций, взятых в точках поворота; 
к другому - с четным 2 , приводящие к образованию разно- 
сти oO — функций. Такое расщепление собственных функций на 
различные классы и объясняет то, каким образом простой 
спектр оператора (3) в пределе переходит в кратный спектр 
онератора умножения ва 16С<). 

Высказанные в этом примере утверждения можно легко 

проверить, ECAR воспользоваться асимитотикой собственных 
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функций одномерного уравнения Шредингера данной в части 2. 
Этот пример показывает, что приведенная выше теорема ве 
может быть улучшена в некотором смысле. Именно, нельзя 
ожидать, что в общем случае любая последовательность собст- 
венных функций, определенным образом нормированная, будет 
сходиться в обобщенном смысле и обобщенной собственвой 
функции предельного оператора. Поэтому можно говорить лишь 
о том, что найдутся подпоследовательности сходящиеся в OGO6- 
щенном смысле к даниой обобщенной собственной функции пре- 
дельного оператора. 


5°, Регуляризация по Тихонову для некоторых некоррект- 
ных задач. 
Т. Весьма широкий класс задач на решение операторного 
уравнения 
Tz=u, 
где wm отображает топологическую группу He, 6 96, не 
является корректным, в том смысле что, если 24,7 № в 
ot, , то решения 7x уравнений 
Ti, = М 
не сходятся в 26, rz. 

Введенное А.Н.Тихоновым понятие корректности позволи- 
ло М.М.Лаврентьеву разработать ряд методов решения "коррект- 
ных" по Тихонову задач, которые изложены в его известной мо- 
нографии / 9% /. А.Н.Тихонов ввел общее понятие регуляри- 
зуемости некорректных задач и доказал регуляризуемость для 
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широкого класса задач в том числе к для нелинейных инте- 
гральных уравнений. Специальные методи регуляризации 
А.Н.Тихонова оказались, кроме того, весьма эффективным для 
решения конкретных задач на вычислительной машине. | 

Регуляризация в некорректных задачах заключается в 
том, что неограниченный обратный оператор А = 7" 
заменяется последовательностью ограниченных. Мы приведем 
в качестве примера доказательство следующего предложения, 
относящееся к регухяризадии ‚нулевого порядка" по А.Н.Ти- 
хонову /У#,1),9)/. 

Teo 3. 

Пусть R замкнутое линейное преобразование с обла- 
стью определения DCR) плотной в гильбертовом простран- 
стве. писк ee A, 

Тогда задача №Ю1-2 2€H регуляризуема по Тихоно- 
ву, а оператор 


Ю, = [1+ eet] Rk 


(черта означает замыкание) является регуляризирующим. Это 
означает, что для любого £70 нейдется (52) таков, 
что из неравенства #1- й /<^ при “< #) бу- 
дет следовать неравенств | R, #-Е/<& 


Доказательство. Из поставленных условий следует, что 
+ + vt 
существуют операторы Ro и 2 ‚ причеы R =k ‚а 
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R* 
область определения плотва в H » а операторы 


В. = [1 SRR] © би -ИЮ* [1.2ев"] 


BCMAY определены и ограничены единицей, оператор 7A” са- 
мосопряжен, положительно определен и имеет плотную область 
определения (см. $ Г гл. 2). Поскольку 7* ^^^ *-1 на 
D(RR*) ‚ плотной в H , то из теоремы 3.2 следует, 
что @/ сильно сходится к I на всех элементах А 

Jz х 


Очевидно, что А, = г ex » поэтому 


2, + и -/t 
[6е.1-г ГОА РО Г ВН 


Теперь перейдем к доказательству высказанного ут- 


верждения, 

Пусть [и-и |< Ham надо доказать, что 
Ю-и-: 0 при 770 
Имеем 


Rpit-2= Юй -Ки=Ю,и-Ю,И * (№--Ю/ и = 
=Ю,(#- и) (8, -1) #. 

Oromia 

WRy u- zi $ UR, Hf -м [+ NB, 1) 21 <M 8p-1)2 10, 


Hi (2.11) 


42 ы 
поскольку [Rpt | 


Теорема доказана. 

2. Схедствие. 

Пусть 2Е DCR*) „т.е. UE Dik"), тогда 
| R, u-# ff ia 


Действительно, 


|[8,- 1] 21- [асе] -1}2[- | (=) 


{+ rap)? 


р лю sae PR | = CIR REM «| 


Отския и из (2.II) вытекает утверждение следствия. 
Eom R= T* , то мы имеем 


Teel Py Lp alley (Pregl | 
Ве -[+е TL PT] TO! Al 7+4] 1 


HT Tse) т 
Полагая, чо x € D(7*) ‚ мы получим */ дда 


определения zy уравнение 


х/ т elas взять ХЕРГУи та- 
кое, чо (1#-#!-= 
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Замечание. 
Если оператор КЮ удовлетворяет условию 


[vale 


при |/-*0 по некоторой кривой в комплексной плоско- 


сти Oo , то полагая 


в, - 


2 
р 
oF iol” R 


мы получим все результаты предыдущей теоремы. При этом ес- 


m ZED(R) „ть. ue DCR) ‚т 
| z-h, @ | Vio? 


Если R= У то 


4 | 

-4 же 4 
К, ы Т 4- qe . т- Ff | 
ИГ ИТ 
Таким образом, 7 находится из уравнения i 
г 5s 

T-= = 1 
Viti tr 


Этот последний способ регуляризации есть частный случай 
"специальной" регуляризации А.Н.Тихонова (т.н. "регуляриза- 
ция нулевого порядка”). 


то 


$ 3. Раны теорий возмущений для обратного оператора, 


Докажем теперь теорему относительно разложения в ряд 
теории возмущений обратного оператора. 

Теорема 3.6. Пусть линейние операторы 4 и & из ва- 
нахова пространства В в банахово пространство 2’ удов- 
летворяют следующим условиям. Г) Замыкание *#АВ сущест- 
вует; 2) область D(A+ESB) плотиа в В 


3) А = Lim (А+ЕёВ) 
£70 


4) оператор [А*ЕВ ]* ограничен равномерно при 
ё-0 


5) существуют элементы 


AN(BAY SF Reboot 


(3.1) 


Тогда справедливо соотношение: 


[ [dnb "4-Я Cs"e* (8A YF I = 0004) 


#0 


Доказательство. 
Заметим вначале, что поскольку 7. элементов вида (3.1) 
существуют, то (7-2) первых элементов принадлежат 
D(A) в DCB) , a, следовательно, и 
D(A+€B) с DC А+ЕВ) 


Докажем тождество 


(eB) = А" $ (СЕВА) + те" Yt 


ИТ 


Действительно, подействовав ва обе его части оператором 
А +В (это возможно в силу сделанного выше заме- 
чания), получим 


{= се"ВА)" 4 -ЕВА °F ев)“(ВА-) + 
1-6)" (BAYS = | 


| — ыы 
Поскольку оператор ( А *ЕВ существует и огранк- 
чен, то тем самым тождество доказано. 
Имеем 


[(A+e8)'#-A a (-1)"€" (BA“) "4 = 
we" {Caveat А} (ВА 
По предположению 
А“ (ВА) $ 
существует, т.е. 
(BA“)” £ € RCA) 


Следовательно в силу теоремы 3.2 


8 А во 


при Е >00 
Отсида следует утверждение теоремы. 
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ГЛАВА 4 


ВОЗМУЩЕНИЯ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛУГРУПП 
ОПЕРАТОРОВ И ЗВОЛЮЦИОННЫХ 
УРАВНЕНИЙ. 


$ Г. Введение. 


Т. В этой главе мы будем рассматривать однопараметри- 
ческие полугруппы операторов 


cH Ost<o , 


определенные в некотором банаховом пространстве & и 
удовлетворяющие схедухщим условиям: 
I) ограниченность: 


УТ, | К при 05655 


(постоянная K зависит, вообще говоря, от $ ); 
2) сильная непрерывность, т.е. 


т, -T, | +o 


$e 
‘ при ЕЁ -70 
для всех # , включая #=О. 
При этих условиях предел. 


А - 2» #(П-Т) 


(здесь J - единичный оператор, а предел понимается в смыс- 
ле сильной сходимости операторов) существует и представляет 
собой замкиутый оператор, ‚иметщий всюду плотную в В область 


-1419 ИЗ 


определения */ , Он называется производящим оператором по- 

Нас будет интересовать связь между сходимостью произ- 
водящих операторов и сходимостью отвечающих этим операто- 
рам полугруппы. Для того, чтобы сама постановка такого во- 
проса имела определенный смысл нужно предварительно устано- 
вить, что полугруппа 7, однозначно восстанавливается по 
своему производящему оператору A . Если оператор А orpa- 
ничен, то это непосредственно ясно т.к. тогда 


го a “a 
oe АЕ 
1 "> al =€ , 


(Т.Г) 


где ряд сходится при всех # . Если же оператор A неограни- 
чен, то ряд (Т.Т) непосредственного омысла не имеет; тем не 
менее, полугруша 7% ограниченная и сильно непрерывная, 
восстанавливается по Д однозначно. Существует несколько яв- 
ных формул, выражающих 7, через A , например, 


7 An & 
или Te = Lim е ‚ где A, ограничены 


коммутируют между собой и Lire А, =А 
ano 


х/ См. напр., / 655194 /. 
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Сводка такого рода формул имеется, например, в книге 
Э.Хилке и Р.Филиниса /$4 /, [28] . обобщение 
эт;х формул данов и. 2° $4. 

Полутрувпы операторов, действующих в банаховом про- 
странстве, тесво связавы с дифференциальными уравнениями 
с операторными козффициентами. Если A - производящий 
оператор ограниченной сильно непрерывной полугруппы Te 


« #,¢€ D(A) , то функция 


$) = 7, № 
со значения в В удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 

at. 

at Af 


в том смысле, что 
| 2-2 A He) J о 
ё 


ри &->О. 
Мы рассмотрим более общее уравнение вида 
4%) _ Are) ult) = FE) ОЕ 2. 
at (1.2) 
где неизвествое %(#) - элемент комплексного банахова 
пространства В , зависящий от действительного пареметра Z , 
F(¢) - заданный элемент 8, A(t) - заданный, вообще 


говоря, неограниченный, зависящий от ¢ , линейный оператор 
В В * 
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Если оператор A(¢) ие зависит or & ‚а 7=0, 
то решение уравнения (4.2) формально дается формулой 
е^*и(о) , me №(о)Е В . строгое определение в свойство 
такой экспаненты дается в теории полугрупп. В теории полу- 
групп найдены необходимые и достаточные условия, которые 
вужно наложить на инфинитизимальный оператор А с всюду 
плотной областью определения для того, чтобы похугруппа 
Te" была сильно непрерывна. Нужно, чтобы существова- 
ли вещественные числа w ul , такие, чтобы все A> 
принадлежали бы резольвентному множеству оператора A я 


| (4-4) 1 М(а-2)" ne gs. 

(1.3) 

(ем. / 98 / теорема Хилле - Филлипса-Иосида). 
Мы обобщим это условие (как достаточное, но не необхо- 

димое! } ва случай, когда оператор А зависит or &. 
В дальнейтем нам понадобится мевее общее необходимое усло- 
вие: если полутруша 1, =6 4 ограничена единицей, то 
при всех положительных & оператор (/-ЕА) “4 определен 
всюду в В и ограничен единицей. 


сновная оце ещений_э: онного нения. 
Введем следующее определение. 
Будем говорить, что оператор A(t) 8 B обладает 
свойством P , если выполнены следующие условия: 
I) оператор А замкнут и имеет плотную область определе- 


nun ШГ (А(+))СВ 


Н6 


2) Существует число “ , такое что все Л > принадле- 
RAT резольвентному множеству оператора A(t) 

3) Функция [А(#)-А А, ‚где 17, АЕВ, 
интегрируема по Бохнеру. 

4) Существует положительное число /[ такое, что для лю- 
Goro разбиения $22 >. 2 En 20 


I LAc) <A] Ate AD. ГА I, «Му 


Лемма 4.1 

Пусть A(t) odsanaer свойством P . Пусть u(t) ~ 
векоторая непрерывная функция параметра * co значениями 
в 2(А(е)СВ и такая, что функции ae | 
$ (+) = ot -A(t)u  murerpapyemu по Бохнеру, 
Тогда имеет место неравенство 


$ 
Мах [сё «Me? {puch + ЛС, ae}, 
ostss 5 (2.1) 
rae, >W. 
Следствие I. В предположениях леммы решение 2(#) урав- 
нения (1.2) однозначно определяется начальным значением 

u(0) и правой часть» Я(@). 

В случае Flt)=0 и Med эта теорема является 
следствием теоремы Т.Като / 34 /. Метод, излагаемый ниже, 
отличается от метода Т.Като и примыкает к методам Иосида 
/65/ и Эллиота /89/. 0 теоремах единственности см. также /16/, 


/4,T) fe 
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Доказательство Г. 

Введем следующие обозначения: 
Обозначим через С(В) пространство непрерывных функ- 
ций, заданных на [© $#=5] со значениями в В. 
Норму в этомпространстве введем следующим образом: 


pec) 14/1. „, =М ax Nero, 


L,(8) - банахово пространство абсолютно внтегрируемых 
‚ митегрируемых по Бохнеру) функций, со значениями в В. Нор- 
му определим следующим образом: 
$ 


ОЕ (8) ПУ, 4 = ЛЖ 4 


Далее, обозначим через 1, © 8 банахово пространство 
вар функций: {77} ‚ле 768, 1()61,(8) со сле- 
дующей нормой: 


Жо „= dale t {ol 


Обозвачим через р оператор, который переводит элемент из 
СВ) в элемент из [®В (будем обозначать это действие 
следующим образом: [© С(8)-[,(8)ФВ). 

Причем, если (t) Е рр) с C(8), 

ro Lu={ uo), 4% ~ A(t) F. 

Таким образом область определения оператора L равна nepe- 
сечению областей опредехения операторов 


IT8 


4 Е С(8) + L, (8) и АЕ ССВ», (8) 


Введем следующие операторы 

Ть(в) = (1-^А8)]* 8В,(#=А (4) Тре) 
Оператор Тл(Ё) - ограничен. Действительно, 

I(t) =[£-A(o] “Z , 
а так как —. Ate} |= № ‚ то 
ТИ s Prem . 

Положим раз и навсегда (“$5 ‚ тогда 
I Tp) |+ 2M 

Оператор 8 y(t) areas a т.к. 


а 
B,(t) = А(# Tp (Е) = AO) ao aie ge 1-гА(#) 4) 


„ 2H 4 
г г 
Следовательно, 


18.6 Й < 


Из теоремы 3.2 следует, что s(t)~4 при ^-0 

wa DCA(t)) CB , а заачит Be (4) А ив D(A) с В 
Обозначим, далее, через L,(t) Е C (8) 4,08 
оператор, действующий следующим образом: 

ва u(t) с D(Z Jc С (8) 


3М+ 1 
г 


Il9 


(& Е C(8) +L, (8)) 
Lp Ct) u(t) =f uo), 2 -B, (4) ule)$ 


Докажем, что 5-0 в смысле нормы 4,098 на 


(с ССВ). 
По определению: 


[+ (&) ul) = =] u(o) -B, (é) u $ 


; ae 
Le) u(t) ={ lo), & - Ace) u } @.2) 


Вычитая одно равенство из другого и беря нормы, получим: 
При я 128, и-Аи} |= ] [[B,ce)-ACe)}eel dt 


Докажем, что этот интеграл стремится к О при 7-90 
Выражение, стоящее под интегралом как доказывалось выше 
стремится к нулю при {->0 . Остается доказать (см. 
$ I, ra. 2), что это выражение ограничено интегрируемой 
функцией. ю A(t) - By (t) = 

=[4- Ice) ] AC), 

И так как [Ts <2M ‚то | 4-Т,(8)| < 2М+4 


и, следовательно, 


Wf4-Z,ce] Ace ucerl, $ Сам +4) AQ (8) Ils 


Поскольку w(t) E D(LIC DCA), 
те A(t) €C(8) +L, (8) ‚ то | Ald) сев 
интегрируема. По теореме Осгуда можем утверждать, что 
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$ 

Sf ПА В, +] ul, 44 0 

: при oO 
итак Leah» L,®@B ва D(L)cC(8) 
Докажем, что операторы [76 [ФВ -» C(8) 


ограничены в совокупности, т.е. 
$ 


Мах Гис, < ФО + Пен, 
Osts$ sd (2.8) 
pn ap =f ulo), F(t) } 
Qt и будет означать, что | he Isc 
Для доказательства (2.3) рассмотрим задачу: 
Се - By (Е) Up (t) = $) (2.4) 


9ёр(о) = Ko -£ 
Сделаем замену Up =C 27%, Задача (2.4) 
перепишется в виде 


а -2е* 
aE ee Bp (6) Y= FHC 


Ud a = Us 
Учитывая, что  В,($) hed T; (t) ›будем 


Av _ 1 Е Е 
at T,v=FHe (2.5) 


Vv | 420 rs Uo 
Докажем, что решение этого уравнения можно записать в 
виде ряда: 


Tai 


o $ 5, nas 
vay 4 [ тема } туб alte. Туве.) Ul, и, + 
aso о р: р 


Ant 


ве £ 4, 
р Ы 4. Де’ S ryltirte, [Tp edt... Петь 
Aso o” С 2 z е 


(2.6) 
Нетрудно убедиться, что формальная подстановка (2.6) в 
(2.5) действительно обращает уравнение (2.5) в тождество. 
. Остается доказать, что ряд (2.6) и ряд из производных о? 
его членов по сходятся. 
В силу условия 4) 


; ; bens 
| J I, (eat, | Tobby) abby. J Ip (én) (гы, | 
у 


я ЕЛА (2.7) 
4- бо ]^п! 


Аналогично (2.7) имеем 
tne 


+ ry 
| | L(+) at, J T5(t,) ate... J Tels) u, At, l. $ 


«MES tw, I, . 
([- бед)“ п! 


Отсюда следует, что ряд (2.6) сходится, причем 
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tas 
Iv cE 4 1 if т). J та Ue te + 


‘ter 


L we ¢ 
+{ е arf J Lota. ] Г (tn) F(t) at, | < 


° 


sad 4” é-r)” 
ММ = ot е | dt 
Miu, 2. Ч ме СЛ, 05 ли! 


t t 
Won art 7 
=М е 71-28) {и I, fer 55) Сл, ats 
—_ t 
Ме 7 fp, + ЛЕ, «= 5, 


Авахогично доказывается сходимость ряда из производных. Та- 
ким образом действительно ряд (2.6) удовлетворяет уравнению 
(2.5) кдинственность этого решения следует из интегрального 
уравнения: 


t te 2 
vib=u,+f Fe acet [Ip (t) См, 
5 6 


соответствующего (2.5) и доказывается методом сжатых отоб- 
ражений. 
Теперь получим требуемую оценку для “(/^(ё) 


Вспоминая, что И/л(Е)=е maar g 2) можем записать: 
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(aay 


-#/г 
[СЕ =е [Л < Me folly + 


7 wast - 
+ ЕЛА dv=Me Ти, ] 191, ac} 


(2.8) 


(0, >w, Тогда при всех достаточно малых с“ 


со 
1-fwo 
wt ; 
lapcel, «Ме "пыль + f IFCON, at} 


< Me “| I. ty + fire I dt} 


Так кек выражение, стоящее в правой части последнего He- 
равенства от 4 не зависит, то эта xe оценка будет справед- 
лива и для ‘ 


Мах |aucoll, 


Ostss 


Возьмем 


сд, > 


. Учитывая это, можем записать: 


Итак, имеем оценку: 


сд 5 
Маз Пе ь < Ме" |1, + f UFC de} 
055 ° 


т.е. мы получили, что uy | <M eas 


Таким образом, операторы 1, и [+ удовлетворяют 
всем условиям теоремы 3.2 об обратных операторах, на основа- 
a] - 
нии которой мы можем утверкдать, что jm L oF L / 
0 
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существует и ограничен той же величиной. 
Итак, решение задачи 


= Att) = 7(&) 2 5) 


которая соответствует 4 2 = Yule, (4) ‚ единственно и 
имеет место оценка (2.1). Лемма доказана. 


1°, Абетрактная теорема. 

Теорема 4.1. Пусть A(t) 055 семейство операторо 
us банахова пространства 8 3 4’ с общей плотной в В 06- 
ластью определения D , 

Пусть 


| [4-2Ac@)]™ | st (A) 


для всех 2 и < . Рассмотрим последовательность та- 
ких == А, (+) , удовлетворяющую условию 


Л (6) -А(#)] gil dt 0 
any (3.1) 
ва некотором плотном в С(8) множестве [); диффе- 
ренцируемих в /,(8) фувкций 9(¢) . 
Тогда решение &„(#) уравнения 


Gin _ A, (6) 26, (8) = Fb); 


уковлетворяющее условию 9 %n(0)= Jn 
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Ene é 
gg & 8B, а [1% @)- HOI, 0, 

° 3.2) 
сходится сильно в 5 равномерно по & к решению 2(¢) 
= L u(t) = F(t) u (0) =9, 


если таковое существует, где L есть замыкание операто- 
ра a ~ A(t) ‚ заданного на множестве D, . 


Доказательство. _ 
Рассмотрим операторы [ни 4 из С(В) в 1,08 


ы Attn (t) _ 
вида 1, Un (t)={tn(0), tial) _ A, (6) Unit) 
L ult) ={ulo), Luceé)} 


Из условия (3.1) следует, что последовательность р La} 
г 
сходится к оператору Д. 
IL" 151 
Поскольку из леммы 4.[ следует, что и ifs 
то в силу теоремы 3.2 мы получаем утверждение. 
2°. Пример из теории енциальных нений 
Рассмотрим задачу 


» On (0) rh yn 
(Pee nS Ae Gale Cab um, (b,x) = (2) 


L = Ly,..., Ln О st«1 
c*(a,t) <4 
- непрерывная функция  1„(0)=о 20 
9, (x, 5) Е COL, ). 


14% 


Очевидно, что для дважды дифференцируемой по x и I раз 
дяфференцируемой по + функции (1,*) имеет место 


Е 
Ль* в” ave) I,, d¢0 
0 


При лс 
Кроме того, 
1-^ pr 
оператор 2 &”Д удовлетворяет усвавию (4) 
Все условия теоремы 4.1 выполнены следовательно решение 
#„(6х) сходится в среднем по Х и равномерно по 
ё пи os ed | к функции 
С 
Je? F(a, 0) Ab, 
о 


где 


F (x,t) = tim F, (x2), 
Aw 


$ 4. Теория возмущений 

T°. Основная лемма._ 

Пусть A(é) однопараметрическое (Os &=$) се- 
мейство операторов из бавахова пространства @ в себя с 
общей плотной в В областью определения DC 8. 


Пусть A(t) зависит от параметра ¢ непрерывно, т.е. 


ть A(t)g = A(ts)3 


tyes 
для вех 9 €D (Ace). 
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Пусть иалее FUE): некоторая интегрируемая no Бохнеру 
функция со значениями в 2. 
Рассмотрим уравнение 
du ы 
ae Ая Е) (4.1) 
Or решения этого уравнения (4)  потребуем, чтобы это 
была непрерывная функция ¢ со значениями в банаховом про- 
странстве В , удовлетворяющая нулевому начальному условию 
u(o)E В 
(4.2) 
Иначе говоря мы рассмотрим оператор L 
из банахова пространства C C4) непрерывных функций 
a #) co значениями в В в банахово пространство 
V=-L,(8)@8 вида 


L u(t) = [че (о), de _ дви } eV 


Классическим решением =.  () мы будем называть функцию 

u(t) — , привадлежащую пересечению & AD и 
удовлетворяющую уравнению (4.Г) и начальному условию 
(4.2). Решением (<) уравнения (4.1) будем называть 
функцию (8) —, если существует последовательность 
{ Unl t) } классических решений уравнений 

Eis A(t) ty = Fal) 

Сходящихся в С(8) к u(t) ‚т.е. 


Max luce) - unc) [в 20 
O<tses 
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соответствующие правые части которых при этом сходятся 
в 4,(8) вачальные условия сходятся в 8: Ma (0) > &(0) 

Будем говорить, что оператор A(t) удовлетворяет 
условию (Р), если 


т) А(4,) коммутирует с /А(&) при всех ¢,,4, € (25) 


2) Оператор тт ° существует, ограничен единицей, 
и определен всюду. 
Если A(+) удовлетворяет условню (P) , то будем обоз- 
начать A(t) ЕР. 

Известно, что при этих условиях, еслк 7. и 
F(t)ED ‚то классическое решение уравнения (4.1) 
существует / 34, 1)7. 

Лемма 4.2. Пусть A,(t), А(#)Е P), 

F(t), Flt) ЕЁ, (8), Jn, 9 Е 8. 

Т - некоторая область плотная в @ , и цусть выполнаются 
соотношения: 


ah 
J 1$. (+) - FoI, 4¢ 0 (4.3) 


9.9 (4.4) 
$ 
ЛИ 1-24] 9- [1-49] “ai, dt 0 (4.5) 


при 0 для всех 76 8 — иппри любом фиксирован- 
ном & >E>O » тогда последовательность решений 
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&u,(t) — задачи 


du, (t) 
et - А, (é) и. (Е) = %, (Е) 


Un (о) = Gn 
сходится к решению 2 (¢) задачи 


LUCE) _ Arg) u(t) = FE) 


ulo)=9 


равномерно по t » Т.е. 


Max |, (#)- uc], > 0 
Os<tses 
при 2-700, 
Доказательство: 

Из условия леммы следует, что J,, (t)= (4- EA, (é))* 
сходитсяв [,(8) к Т, (t)=(1-€A(t))* 
Следовательно, B Ви =An Ine = 2-1.) сходится к 

8: - АТ, = 2(4-71.) ва всех элементах 1;(8) (т.е. 
сильно в Д.(В)). 


Отсюда, поскольку C(8) C4, (8) , следует, что операто- 
ры ит us С(8) в on зида 


Li” ult)={ uo), SE - Вии} 


сходятся x оператору L, из р ‘é Я в У виа 


L, ив) = [и (о), 44 - Ви } 


на множестве дяфференцируемых B L3G 8) фувкций, принад- 
лекощих C(8) (т.е. непрерывных фувкций, производная от 
которых принедлежт //(8)) . Это и есть область опре- 
деления оператора д Е в пространстве CC 8) . По фор- 
муле (2.1) 


be Vl $4 


Следовательно, на области значений оператора Ly » KOTO- 
рая совпадает с V имеем в силу теоремы 3.2 


cn) ] = oF 
bay SL, 
при nA >=”. 
Иначе говоря, для 770 найдется “py (E) такое ‚что 
пи М?Ллф(Е) для любого элемента Pe Vs oyner 
выполняться неравенство 


Мах | L,'¥- L*e |, sof 


re (4.6) 


Кроме того, как уже доказывалось в лемме 4.1 


Max | L,*9- Lp I,<o 


0$Ё=5 


при ES Ef. 
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Как известно, множество двуэначных функций фундементаль- 
но (т.е. линейная оболочка их плотна) в ,(8) /см.тя. 
2, $ I/ 


Пусть ф be { #(é),95 


Пусть f(¢) - двузначная функция со значениями в [) 


Е 
Ht) -{# щи 6 < 
fa ши t>to (ДидЕД) 
Рассмотрим оператор у (a) = C(8)+V вида 


L(t) ={ ибо, 9 - A, (4) и ЕТ, обовначиы 


ео - (LO) 1 9, конь вы 


Отсюда следует, что Une и 62, принадлежат 


0(&) 9 DAW). 


Имеем 
Li (tlre —Un)= { 0, Litt, (6) thug F- Bre (в) ии * 
+ Bre (#) Une = [8 [В lt) - А, СЕЛ Une } = 
Е [- 
{0 [Bye(4)-Antt)] fexp[ (J Воины) 40) at} 


ы zor 
=f, fe ae * [Bae c6)- Ae] 400) 4 } 
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Поэтому 


[Lo (инь -ш)| < ft [е ft . Ba ()-A, ()] Fal ees 


$ fle ft ie [5 UL Bne Ct)-An(#)) Helge? < 


2 


. i [Вне (в) А, Ce] #02) |, 2% 


поскольку в (2.]) в данном случае полагаем М={, 9 =0 
ПоВатОЖЕН: 


| PL Ceuta) fy at = / at Л I [Bre 6) -A,()] fo, de = 
= 4, f dt | [Bre А.С] в + 6-4) i) Вне (4)-An а 


$ fll Te@-1] АЯ |, dee 


+ $1. 6-1] A.) в. [в МЕ 


(4.8) 
Рассмотрим отдельно 


ye ГИГ A. WHI, 4% 
где fé Ds, 


Имеем 


91419 133 


Ie И Tue (9-ГО АА dé s 


$ dé 
‹ 1 [1-4] [А.®- А fla ot Лен 


Первый член merck части неравенства ве превосходит 
а ГИГА, (6) - АО # 
и, АН при “>A, может быть сделан мень-- 


ше So (т.к. А„(Ё)-> A) ). 
Следовательно, при п 2П- 


Jets / lInc(-1] ACOs de 


Оценим второй wren. 
Пусть = Zp конечио звачная функция, такая что 


[lg@-Aw tl, м5 


и пусть она принимая значание 
9. Kod, 8... Kp Yt) 9% 
при ty § te bys 
Возьмем ЕД такое, чтобы 
т - 9« 5 Г 
Положив 1/(#)=17, Ща ty StS Eee, будем 
иметь 
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р и 
| I 7, (4)- 9c) | ae “2 (Le- Ge) bun tals 6S 


Следовательно, 
fiz-Aawél dt = S(4+S) 


Jsds f IL Tne(e)-4] As aes 


(4.9) 


$ Пт. Ф-] [Af- т] ht + 


$ 
+f [.0- 1) зе + в 
(4.10) 
Заметим, что 


[Т.е (4-1 ч.9) = Tne (0-1 - ЕАН, = 
=ЕТ,, Alt) tlt). 


Te 
Hf l.é-d] acl Е А, св wl 
Отскда в omy (4.10) 


у coal Ae {- пов Лола ts 


£35 


$ 


5+9 (145) +8 [ LAC) тео 


Следовательно, при 277, и ESE, = 


9 ЧА 


—_—— 7544915 
ИО | 


о 


Отсюда следует в силу '4.8) 


$ 
У» (Une и, ра {25 (4+9) =415 (9:5) 


Поскольку Peed bes ‚ то при N>ny, Ese) 


Маг [иль - Иь l= Max [L]* ии en) 1 


©5655 ostss 


$ 


$ ЛГ (инь - ина $4 080845) 


о 


! 
т.е. пи 22% и Ese 


Max По - CL) *] { HOS © const 


o< t€S 


Следовательно в силу (4.6) и (4.7) при M2, и 
Nn > Ney (Е) » где fo = mint Ep fy} 
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Maz [0-1] {#37} Max НОМ О, 


05445 
Мах [ая + 
325 
+ Мох ИЕ: ый" | 1,9 Н $ Sconst 
ostss 


Поскольку г любое ваперед заданное, то отсюда следует, 
что 


dim Мок буи] (Ея о 


(4.ТТ) 


для любой двузначной функции FC t) со значениями 

B D » Поскольку D плотно B » TO для любой двузнач- 
ной функции 9(#) co значениями в B и =Е>0 найдет- 
ся двузначная функция (Е) со значениями в D , 
такая что $ 


Sf Ngee) - fle) [de в 


о 


Следовательно, поскольку множество двузначных функций фунда- 
ментальное в L,(8) , то и множество двузначных функций со 
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значениями О фундаментально в д, ( 8). 

Соотношение (4.11) будет очевидно иметь место на линейном 
многообразии натянутом на это множество, т.е. на некото- 
ром плотном в (В) множестве. Поскольку | (L0)* [51 
для всех А , то по теореме Банаха-Штейнгауза (см. гл.2 

$ I) соотношение (4.11) будет выполняться для всех 


F(t) € (В) 
Пусть, наконец, { Gro Fal t)} последовательность, 
сходящаяся в VY к [9, F(t) } 
Имеем 
Mow FL) YQ, › се}, Ц 
ost«s 


$ 
‹ [1-е +19,-91 0 


Отсюда и из (4.11) следует окончательно 


bm Мох [Му я. 3-@, JY 900) 1-0 


п 00 055$ 


Лемма доказана. 

29. Обобщение теоремы Хилле, 

Теорема 4.2, Пусть (Е) - сильно непрерывная 
полугруппа, удовлетворяющая условию 


Irdel<4 


(4.12) 
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u А - ee производящий оператор. Пусть, далее { A,}- 
последовательность операторов, сходящихся на общей 
плотной области определения D , причем A = т An 

и тоже удовлетворяющих условию P. 2) Тогда (7- A, é nt) Ш 
при 2-700 сильно сходится к 7’) ва всем в. 


Доказательство, ^ 


Рассмотрим элемент 


A,ty” 
и, = (1- 72} x, (u, € D) 


и составим дифференциальное уравнение, которому удовлет- 
воряет И» . Это будет уравнение в банаховом прост- 
ранстве A. 


-1 
вида Ete - (1- Af) A, th =O i, (0)=Uy (4.13) 


“4 
В силу условия 2) оператор ( 1- Ant ) сущест- 


зует Ha всем В и ограничен единицей, поэтому из теоре- 
мы 3.2 схедует, ITO 


(4- 51 


Поэтому для 9Е D 


[АУ -АЯ], < 1-22) “Mal, * 
„| Anty tap Ag], ‹ А-Я 
+|1(4- Ast) “1h Adl, —> 
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при 2-700 


Значит, оператор (/- A, ) “A. ~A 
Поскольку в силу (2.1) 1е%[$14 4 20 (см. $ Г) 
4-08, ie ‚ а значит 


[4- ФА, (4- Ant )*] ЕЕ Bsn] $4 


Таким образом, условия леммы 4.2 для задачи (4.13) вы- 
полнены. Отсюда следует, что решение „{(#) уравнения 
(4.13) сходится к решению 1СЁ) задачи 


и Ди и (0)=% , 


что и требовалось. 
Заметим, что в случае, когда операторы An ограниче- 
ны теорема 4.2 была доказана Xunse.[84] 


3°. сходимость производящих операторов и сходимость 


полугрупи. 
Пусть An сходятся к A, Ba плотной области 7 у 
а последовательность 1 (1-ЕА„) =} ограничена Т, 
определена Bormy и сходится сильно к (1-ЕА)“ для 
любого ££ >0. Тогда е An€ сходятся CHAL~ 
Hox 24*, 


Доказательство теоремы непосредственно следует из леммы 
4.2,если положить в лемме Д„(6)=А,, A(t) =A, 


F(t)=0, Gn at 


Из теоремы 4.3 вытекает следующее утверждение. 
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Teovena 4.4, 4, 12)7 
Пусть 
{T°} (aaa) и {Te} - 
~ сильшо непреривиие полугруппы линейных операторов в 
с производящими операторами A, (^*29,...) u А 


Если ТТ ‚а Д - является земыканием 
оператора 
Ат А, (2 (т А») = DOA), 
то т} сильно сходится к 7, пи 2-700 , 
равномерно относительно © x интервале © <2 <8 
Действительно, (см, гл. I § 2) | 


в Ty | 51 caenyer, wo |[1-ёА,] [54 
Поэтому us теоремы 3.2 следует, чо (.1/-&Д,)“-›(1-ЕА)* 
при всех £70 —. Условия теоремы 4.3 выполнены. Утверх- 
дение доказано. 

Пример. Рассмотрим задачу 


Ou _ 2“ tu = Я/жи). 
AAu Си (% ¥) 
= у 2. ий“ =0 05Е=4 
| о | {1 


в классе непрерывных функций от пи ostsd 

с интегрируемым п 2%, & квадратом в области, ограни- 
ченной коктуром Г . 

Обозначим 


Ou _ pt 
Ане) и = Баш + ф-т 
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Операторы TAD ограничены единицей (см. § 3 
“AR 
п. 2°). Кроме того, как известно, решение задачи 


urheoure ecru = F (4) 


Ul, =0 
пи AO сходится к решению задачи 
И +Е ge ~EC*Y = Flay) 
У]. ия =O 


Значит в силу теоремы 4.3 решенке уравнения (4.14) сходит- 
ся равномерно по & и сильно в д. к решению уравнения: 


Ou _ Ou +C°ue Я; 
et дм . 


“leave “0 % hoo =O 


-— | ee ee 


14а 


д 


ГЛАВА 5. СЛАБАЯ СХОДИМОСТЬ ОПЕРАТОРОВ 


$ Т. Теорема о сходимости гомоморфизмов в топологи- 
ческих группах. 


В начале напомним некоторые опуеделения теории топо- 
логических групп. [61, 7 

Множество G- элементов называется группой, если в GC 
установлена операция, ставящая в соответствие каждой паре 
элементов @, é из G некоторый элемент C из G , 
тек что выполнены формулированные нихе условия Г, 2, 3, назы- 
ваемые групповыми аксиомами. Операция эта по большей части 
называется умножением, и результат ее обозначается через 
ab, С=аё (произведение @6 может зависеть от поряд- 
ка сомножителей @ и 6 : 44 , вообще говоря, не равно 

ва ). 

I) Ассоциативность: для всяких трех элементов @, 6, с 
из С выполнено соотношение (26) ¢ =@(6с) 

2) в GC имеется левая единица, общая для всех элемен- 
тов группы, т.е. такой элемент @ , что 2@ = для всяко- 
ro элемента Q из С. 

3) Для всякого элемента @ из G- существует левый об- 
ратный элемент, т.е. такой элемент 27% ‚› что @а”’@=е 

Боли A и 8 - два подмножества грущиы GC , то через 
АВ обозначим подмножество, составленное из всех элементов 
виа Ху ‚те СА, YEB, Через Д`“ обозна- 
чим подмножество, составленное из всех злементов вида XL ” , 
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ne 
me ХЕ A. При натуральном 72% подмножество we 


определим индуктивно, считая, чю ДА x Д””-А”Д. 
Подмножеств 24“ определим, положив A°”=(4-1)™, 
Пользуясь установленными обозначениями, можно составить 
произведение произвольного числа подмножеств, возведенных 
в произвольные целые степени. В дальнейшем мы иногда не бу- 
дем делать различия MORAY множеством, содержащим один эле- 
мент, и самим этим элементом, поэтому для нас имеет теперь 
смысл обозначенне AG ‚те ACG, GEC. 

Отметим, что если А Be пусто, то 


Аб =бА=б 

G'=6 

Ae -eA=A 
Множество H злементов некоторой группы ©. называется 
подгруппой или делителем группы G » если H есть группа 
а силу того же закона перемножения, который имеет место в С: 

Отображение Я труппы © в грушу GC й называется 
гомоморфным отображением или гомоморфизмом, если оно сохра- 
няет операцию умножения, т.е. если 
gay) = 9(=) 94) 

для всяких двух элементов © и из GF . множество ger 
всех элементов группы G » отображающихся в единицу © = 
группы | при гомоморфизме 9 » называется якром гомомор- 
физма 7 . 
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Множество R элементов какого-либо рода HASHBAETCH то- 
полотическим пространством, если какдошу множеству ^] aze- 
ментов пространства R поставлено в соответствие MHOKECT~ 
во M , называемое замиканием множества M , так что зы- 
полнены следующие условия: _ 

I) если M содержит только один элемент @ , то М-М, 

или, что то же, A=2. 

2) если М и NV _/ суть ква множества элементов прост- 
ранства К ото MUN- = М UN s.¢. замыкание суммы равно 
сумме замыканий; 

3) М=М ‚ т.е. дважды примененная операция замы- 
вания дает тот же результат, что и операция замыкания приме- 
ненная один раз. 

Множество [’ элементов топологического пространст- 
за Ю иазывается замкнутым, если (’-/. — Множество С 
элементов из R называется открытым или областью, если 

RNG ects замкнутое MHOKECTRO. 

Множество G пространства 2 вазывается всюду плот- 
ным, если (С =® 

Система 2’ областей пространства № называется 
базисом пространства R >» если всякая нецустая область из 

R может быть получена как сумма некоторого множества об- 
застей, входящих в = . Базис 2, пространства Ю иначе 
называется полной системой окрестностей пространства R 
и каждая область системы >, - окрестностью всякой точки, 
содержащейся в этой области. 
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Система Х’’ окрестностей точки © называется бази- 
сом в точке @. или полной системей окрестностей точки <2., 
если для каждой области G » содержащей точку @ , най- 
дется такая окрестность WE S|’ ‚чю UCC . Sane 
ние полной системы окрестностей в пространстве R дает 
возможность однозначно определить операцию замыкания в этом 
пространстве. 

Отображение # топологического пространства R ва 
топологическое пространство К’ вазывается гомеоморфным 
или топологическим, если оно Г) взаимно однозначно в 2) сох- 
раняет операцию замыкания: { (М) = #(М) для всякого MCR. 

Легко видеть, что если отображение f гомеоморфно, 
то обратное ему отображение f a также TomeomopgHo. Два 
топологических пространства К я R’ называются гомеоморф- 
ными, если одно из них можно гемеоморфно отобразить на дру- 
гое. 

Отображение Я топологического пространства Rs» 
топологическое пространство ©’ называется непрерывным, 
если пля всякого множества MCR выполнено соотношение 

9(M) с 90M) 


Множество С называется топологической группой, 


если: 

т) С есть группа 

2) ( есть тополотическое пространство 

2) Групповые операции, имеющиеся в [4 ‚ непрерывны 
в топологическом пространстве [2% . Более полно требование 
это формулируется так: 
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а) Если @ и 6 суть два элемента множества GC Fi 
TO для всякой окрестности W элемента ав найдутся та- 
кие окрестности Ц и И элементов @ и 8 » что 
UV c W. 

в) Если Я. есть некоторый элемент множества G » то 
для всякой окрестности У элемента а“ найдется такая 
окрестность ({ элемента 2 » что ИСИ. 

Пусть С - топологическая группа, 2, sae некоторая 
полная система окрестностей ее единицы 2 и /М - некото- 
рое множество, всюду плотное в G . Тогда совокупность > 
всех множеств вида Ux » THe “EZ a › céM есть nox 
ная система окрестностей пространства GC ‚ а система > ~ 
удовлетворяет следующему условию: 

Для всякого множества (( системы = ig найдется та- 
кое множество V той же системы, что VVC Ud. 

Отображение Я топожогической группы GC в топологи- 
ческую группу G* называется гомоморфным, если: I) G яв- 
ляется гомоморфным отображением алгебраической группы © B 
алгебраическую группу CG ы 2) Я является непрерывным 
отображением топологического пространства G в топологи- 
ческое пространство C Гомомрфизы я называется моно- 
морфизмом, если он имеет своим ядром единицу. 

Определение. Последовательность t Gn} гомоморфных 
отображений топологической группы ея в топологическую 
грушу Ws называется предельно непрерывной, если для лю- 
бой окрестности & единицы @* группы 2, найдутся 
такое число ^, и такая окрестность < единицы € груп- 
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m %, , eons 27% » ЖЕГ 


In ЕЕ, 
» частности, если Тк EC, то 
hem In ay =e * 
ие 
К со 

Теорема 5.1. 

Пусть {Gn} - предельно-шепреривная последователь- 
ность мономорфних отображений топологической группы we 
в топологическую группу Oa. 

Обозначии Ю = /) In (№). tyes D= tim 9,7 (R) 
a 7-го 
существует 2 
Тогда т Gn (D) существует и определяет гомоморф- 


>20 НЕЙ 
ное отобраление J подгруши рее 8 ds, 
такое, что 
1 Ат gee g(a") ща "ЕЙ, 
Nw» 00 _ 
2)ecem 2,60, ED 
и tim Qa %nE ‚т tim In (Ax) 9(%) =в* 
K-00 2700 
Saka) 
6 322 


x/ Это означает, что существует Lm 9 (=*) , 
где х* - любой элемент из © . 
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тельстро; 

Обозначим через 7° оператор, опредвленний ва Ю и 
такой, что Т’х“ = Им 9, &: оператор T есть гомоморёизм 
алгебраической трушы’ Ю . Действительно, 

T(x) xt) = т 9.97) + (lim г) Chim Gy 35") = 
= та’ р" 
пи 2*, Хх; 6 © в силу непреривности групповых опера- 
ций 6 Of, . Докехем, что ядро алгебраического гомомор- 
физма JT’ состоит из единицы. Действительно, пусть /’>”-е 
Значит, т 9, (x* he tpn К >K(ere7) 

Mee ACHE ИЕ] и пи 2»>V(E,SLET) 

9, (%)EE 5 а» значит, при п›А, М In (Xn) ЕЕ, 
т.е. Х*=7, (<. Е , следовательно х"=е* , итд. 

Докажем, что пи ХЕ D т 9. (х) = ТС х) 


Действительно, поскольку 77 ЕЮ, 20 me (7 (x) =x 

Следовательно, при K >M(SLET) ee 

9+9 (Tao's еее ГЕ] unpu nN Stel) 
Gage GE,  Звачт, щи по ЛА I WaT (oll 9) €6 


следовательно, Lim Jn (х) = T(x) $ 2. т.д. 
я 
Докажем, что оператор 7’`* непрерывен. Пусть 
Е, СЕ. 
При 29NLE,0G[6]] JnxX€E, если CEG LE,] 


Кроме того, при %> м [ Е, СИЕ at 6 x] ‘i (=) L4n cay ee? 
Следовательно, при ^>/,4/ 77-’(4)/[9, (4) 9, ЕЕ" СЕ. 


* 
10-1419 19 


Значит, пи 26 07/Ё,] имеем: T (REE , что в 
требовалось, Обозначим через 9 гомоморфизм из 2.5 
at, и conmazanant с Tua D . Докажем, что 

tim 9%, D =9 D 

(№ Г.) 
Пусть YE 5, ХЕРД, x ‘уе с. Поскольку бл (GE ) = 
С Ти 9 (ря 9 = g¢yyfP~Co]" 


2 ОТ" 9 =). С [ТС] 9 tye J 


Пусть €,6,' СЕ, 16: С er" 
ma 2oWL&r, SLE] ] SC CLE] ыеем Gn (yx 1) E Es | 
при М 7M, (2,1) имеем 9,(<)[ 7-х) Eee , 
при of COLE] ` имеем Я = VE Ex 
Следовательно, пи и>МГДЕ,, СИЕ,)], Mi (ХЕ!) и (PLEIN GL) 
получаем 9, (4) [9(9)] Е Е, Ex Eg! CELE, СЕ 
Таким образом, при 2 >V(E). выполняется включение 
9, (4) [94916 = , eae 
Докакем теперь утверждение 2, 
Заметим во-первых, что из условия fem Ay Uae 


i tog 
следует, что him ххх =е, 
600 
K+ 00 
-/ 
Действительно, пусть % CO” Пи 2 >V C4), 


кк! > К (4+) имеем а, Xe Ey, Any EO. Отсюда 
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(2, Xe)" Ay Le EGE .2. при ^,^’> HCG) ххх, CS 
а, значит, 
dim xs Xa z@ 


£702 
Кс 
Пусть ЕД, ace H, и tim Gu % =е fuceu 


fu (Au) Ст) = Gq (Qe LL Gn CHI] 9 (45) $j! tn) 


при K > KC LEE)» 6> LCF LEI, &), ArM(PLELY 
имеем 9, (x 2) Е. При п >, (Е1, 6) 

имеем Jn Cane 9%) 76 &3. Отоюда mpg 72 >//= Max[M(EL6,] €,J 
М, (&,:)], Kr» KCOLEIE), т > М Ces) 


получаем 
Gr (ак) (Xm) ЕЕ, ba” Es CEE,'CE. 
Таким образом, № Аи M не зависят друг от друга 


и зависят лишь от E . Значит, 
tim Gn(Qu) Я т») =е* , что и требовалось. 


700 
7 го 
K 7 
! 


Теорема доказана. 


$ 2. Слабо предельная непрерывность. 


1°. Равномерная ограниченность схабо-непрерывной 
последовательности операторов. 


Пусть В, А’ = банаховы пространства. Рассмотрим мно- 
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жество замкнутых операторов T= LT, a } » отображаю- 
mx В ua B'. 

Будем обозначать знаком =?” слабую сходимость. 

Определение. Множество FT называется слабо предельно 
непрерывным, если какова бы ни была последовательность 

В > 7, >0 пюсжедовательность “Ти, fy >0 
Здесь %, - произвольная последовательность индексов 
стремящаяся к г. 

Лемма 5.1. 

Если и слабо предельно непрерывно на рефлексивном 
пространстве B , то оно равномерно ограничено по норме. 

Доказательство, 

Доказательство проведем от противного. 

Поскольку операторы 7, заданы на всем 8 , то 
каждый из них ограничен (см. гл. 2 $ I). Предположим, что 
не найдется такой константы c » что у Te [< С при всех 

nm . Значит, из ий можно выбрать подпоследовательность 
Ст такую, что 


dim | T= 00 


Поскольку | 77." Y= | 7. 4, ямеем также 
dim 17.“ = 0d 


тэг 
Введем семейство непрерывных полуаддитивных функционалов на 


‚% 
В следующим образом: 


Б2 


с (в) =1Т "| 


По предположению, 


Sup fm (ф) = TEL = при "ео 
WP = (2.1) 
Если бы sup fr ” (Ф) v был меньше бесконечности при 


любом ф ow по известной теореме [48] Peet Ra (¥) 


был бы ограничен (для всех 2 ), что противоречи 2 (2.1) 
Следовательно, найдется такое YES’ , что 
р. We ТФ 1+2 | 
при mo, 
Здесь Spy! - некоторая подпоследовательность последо- 
вательности 4, - Введем последовательность 


Gm! 
tn Ir gy ? 
re 9, €8 и таково, что Г, |= || To ely 


a (Fmt s т», #)= 19, Г. Эжемент, обладающий 
такими свойствеми мы будем обозначать фи, ~ (Te. ф)" 


Orcnga If. ГЕРТА Я] seer 


* 


¢ 
при 7 —o0 . 


Так как из сильной сходимости последовательности элементов 
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В к некоторому элементу, следует слабая сходимость к 
этому же элементу, то 


=O 
m! ! 
при / -700 


Из слабой предельной непрерывности T следует 
( ф a 7’, tf, } > 0 
С другой стороны, 


(%, 7, tim) = (т. й, tnt) = 


1 tT AN _ 
IT. GN" re gy" 


При mm! оо 


oo 


=(T." ф,9,) 


при > > 29 
Полученное противоречие доказывает лемыу. 
2°, Необходимое и достаточное условие слабо-предель- 
ной непрерывности последовательности операторов, 
Лемма 5.2. 

Для слабой предельной непрерывности TF на рефлексив- 
ном банаховом пространстве В необходима и достаточна ком- 
пактность / = {7T.} на каждом элементе YES” , 
Если т слабо предельно непрерывна, то из слабой сходимости 
{ И *р } следует сильная сходимость этой последовате ль- 
ности. 

Доказательство. 
I. Необходимость, Пусть T слабо предельно Henpe- 
рывно. Тогда в силу леммы 5.Т 


i 
i 
H 
i 


ee ee 


РТИ - ИТ, sc 


« 

при всех 2. Значит множество 7, $, me YE 8", 
ограничено в В 

Следовательно, (cm. $ I rx. 2) / оно слабо 
компактно. Выберем из этого множества слабо сходящуюся под- 

«< * * 

nocuexoparexsuocts: J, => . Поскольку |[(Т,. yp)” fl = 
=f Ti plsClyl , то 


множество |(Т„ ф)*} слабо компактно в В. 
Пусть | (т. ф yf - слабо сходящаяся подпосхедовательность: 
(Ty yy =A 


Из слабой предельной непрерывности T и свабой сходи- 
мости (ТЯ) * к № следует 


(4 т [rT ¢]*- eg A) >0 при rn" ео 
и по критерию Коши 
(фт. [ T,. $] - Th, [т,; #] °) —0 


при ne 2>n" —v, 


Перебг»сивая операторы т , Th на ф получаем 


(Ти, [ти 9] *)- (Та в [ть eT) 0 


Последнюю формулу можно записать в виде 


РТ gh ИТ, PL 0 
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при fey >A 700 
откуда следует 
* * 
|| ae УТ - IT. ф] —>0 


при п, >t oe 2 
По известной теореме (см. гл. 2 $ Г) as Т,. YORI 

* 
x (2.2) следует сильная сходимость =, Y «Я щи 


и 
п - oO, 


(2.2) 


Необходимость доказана. 

П. Достаточность. Достаточность докажем от против- 
ного. 
Пусть ИА компактно на веждом элементе ДС В" 
Предиоложим, что 7 не является слабо предельно непреры»- 
ным. Это значит, что существую такое YES’ и «>20 „что 
[РТ Fei > sme {К'} = некоторая подпосле- 
довательность индексов, а Ff, некоторая слабо сходящаяся 
последовательность. 
Пусть т ф - сильно сходящаяся подпоследова- 
тельность: 

+ 
> 

Ти Я aps ео, {Keb ск} 

Тогда 


(фт. #.)- (Ти, Ps Fee) = (Tee PB Fee) (9, Far) § 
«ИТ, Pad 1. 1+ (4, Fer) 


(2.8) 
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Так как Tae 9-Я ‚т [Т.Ф -9 1-70 
Нормы |1,. [| ограничены (см. гл. 2 $ I) и поэтому 


IT. 9-37 lt 10 ета 


Последовательность ( 9, Тк" )->0 в casy сжабой сходимо- 
CTH д e 
В результате из (2.3; получаем 


[Фи 50 


при К-?2 , что 

противоречит [(Ф, Tae Fyn) | > 

Достаточность, доказана. 

$ 3. Теорема о сильной сходимости обратных 
операторов и ее применение. 

Из доказанных лемм непосредственно вытекает следующая 

Теорема 5.2 

Пусть { Ty 5 последовательность замкнутых операто- 
роз с общей областью определения DCB и областью значе- 
amt Ю(Т)=В’ ‚ где В’ - рефлексивно. 
Пусть последовательность 7’, 9 для Ge D слабо схо- 
дится к элементу T9 . Пусть далее Ти 7)" cy- 
цествуют m последовательности  {Т boo UT fom 
бо предельно непрерывны. 

Тогда оператор 7“ существует и ограничен ва своей 
области определения = TD и посжедовательность 7", 
сильно сходятся к Т” ва Ю . 
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Доказательство. В свлу теоремы 5.1 оператор J" % 
существует и т слабо сходится к Т’' на в. 
В свлу леммы 5.2 поскольку последовательность { oy я и" 
слабо предельно непрерывна, то из слабой сходимости 

{т ee следует сильная сходимость этой последова- 
тельности операторов. 

Пример. Рассмотрим уравнение вида: 


6 (Ou 0-4, 2% , 
Ly % Dat и) Dee 


t sin? В с) Me (GH P)= 758 т) 
1 
и|- =0 c*2d>0, СЕИ, › 


roe / - выпуклая поверхность. Рассмотрим пространство 
1, [$2] функций в области SP, ограниченной Г’. 
Очевидно, что оператор Lg слабо сходится к опера- 
тору 


2 
z 
l= Fi- CH?) , 


определенному на функциях обращающихся в нуль на /”. По- 
какем, что HS теоремы 5.2 вытекает, что 1% } сильно схо- 
дится к решению задачи [И = 7542); и’/- =0 
Земетни, прежде всего, что обратний оператор /:“ огра- 
ничен. Действительно, умножив (3.1) на &,; и интегрируя 
no 442 , получы 
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{ef (2H)* (Fey (2) ах dy A? + 
+ sin*Z си ax ут = / са, 2) lg ах ау 


<7 ] “ах ay de V [ug мау de 


отсида, поскольку [i zz il < С р Sz = | (i #- ворма в 
, (52) ) (ем. / 74,4) /), то 


р & Су $ C pF aden 


следовательно, ИИС я [32 «СЯ 


Покажем, что обратный оператор L;’ слабо предельно 
непрерывен. 
Пусть правая часть Я, (242) уравнения 


Lig Usy = Fn (243) uj. =O 
слабо сходится к нулю. Нам надо показать, что en 
слабо сходится к нулю при £ -?0, 2 7%: 
Умножим (3.1) на гладкую функцию #(%,48) , обрашаю- 


щуюся в нуль на Pr » и проинтегрируем по области Pp 
ограниченной /” 


ЕЯ 
"ДД Ueq a2- Ify FEE AR tM Pad 
21 cose EY %, A= LF, (курия 
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Ино 
eM yO Men AR we tS lf, 9 len AR —0 
при ЕО равномерно по Л , поскезьку %;,,  ограни- 
Wena во норме. 
Из ограниченности 22%, в Ly следует: 
92 


J[crcos 8 BY Ut, dQ = 


у 2 
2-Е fin # Эс Y) ux dyd2 -> 0 


wpe &-90 
равномерно no 2 . 
Отекка 


lim Jess of Fie c БИС U,, } de dyad? mo 


пс 
ё-+о 


Следовательно, 


бе J tn (8 - £9) de dy de =O 
£20 


2° 
Сопряженный оператор К оператору А=.2— age ~ Lea; 42), 
заданному па гладких функциях, одрашашжихой в JED HA Г ‚ 
есть очевидно самосопряженный оператор 2. - “(04,2 
заланный в области бр . Он ше имеет собственного значения, 
равного нулю. Поэтому область значений нсхожного оператора 
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А мсиду плотна. Следовательно, сходимость иё к ну- 
лр осуществляется на BCRAY плотном множестве. Поскольку 

Ung ограничены по норме, отсюде следует слабая сходи- 
mocts 2, , к нулю. Мы доказали, таким образом, что 
оператор LS слабо предельно-непрерывен. Из теоремы 
следует, что семейство Le сильно садится к г в 
что и требовалось. 


$ 4. Регуляризация в теории розмущений слабо 
сходящихся операторов 


В залачах теории возмущений, для которых можно устано- 
вить, что решение BOSMYMCHHOTO уравнения сходится в некото- 
рой слабой топологии к решению предельной задачи, может быть 
применен метод регуляризации, развитый в главе I (см. в 0со- 
бенности $3 гл. Т части 2). 

Рассмотрим пространство Ly бункций от Хх 6 и 
пространство и eS E р*] - банахово пространство функций 
g(x), LER ” с нормой: 


0 P Р 

ло = J 1D Go) реа 

20021 и непрерывна. 
Мы будем рассматривать в 2 некоторое семейство линей- 
вых операторов 78 с пзотиой областью определении, такое, 
что + существует, его область определения содержит 

wr ^^] =m ero сужение, ax семейство операторов из 

Ww,” [ pd в Ly,  pesnomepxo огреничено. 


Расемотрим в соответствии с $ 2 rz Г части Г 
плотность вероятнести ‘“/( d= (= =")- положительную 


функцию / , такую, что т Ylyjay =d 
Относительно | “Y(y) сделаем следующие дополнительные 


1) hey ty) ly "ay < во 


2 4/04) Е И p*] 
sy Е" е-9 10” 99|" $ Gow) арм бу 


А""| "95| 
D” YC) . 
пря А->=> 
Если xe P(x) = const ‚ то условия 3) и 4) можно опустить. 
Рассмотрим в гильбертовом пространстве bal hi 
оператор L,=A+ée 8, и семейство элементов 


яя Е LOR") ‚ сильно сходящееся к ХЕ LilkR”]) 
Обозначим = of (6) = | £- Ff I, : 


4) 


Te 2. 

Предположим, что 

I) Le существует; 

2) Д-}{ - непрерывно дифференцируемая Функция; 

3) операторы В. Le x i ‚ как 
оереторы, хействутние из “WwEpt) з д, ГЮ”] ov 
раничены, т.е. 
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| I, $ C Hab cpa) 


Е § C19 Ngee 


[вт] ее) L; £0)4§-A"' He] < 


< ocx) [ dte)+e ]^" 
где ы- (3+ +)", ($*Р=1), a CCx)- 


некоторая непрерывная функция ©, ие зависящая OT & . 
Доказательство. 


imeem ля ФС W,"[pt) 

(9,L;'4-A'D=(% Lit 474 +8) АТ) 

(ч.4) - (A BP LG (Li Bh-f)- 
Е (ABE Lg р)", ФИ 

и учитывая, что 

Те С 

АВЕ Ly pls Quel. 

alpen 

(9, Le -А-4) «С Cee) 9 ly pe] 


Утверддение теоремы будет следовать из следутщей лемим. 


W, “tp*] 7 
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Лемма 5.4 
Пусть семейство обобщенных функций р (х) является 
семейством функционалов на. И/р Г p*)] в 


(£,@- #2), 9), £19 yen , 


где х/ FC x) - дважды непрерывно дифференцируемая функ- 
ция, тогда для любой фиксированной точки 5 имеет место 
соотношение 


49 = Fa Lf (EL) о» 00%) 


Доказательство 
Сделаем в ПА 


bo) Г, “ Cpt] -/ |2" WEF [бра 


замену = ved . Мы получим: 


14 (29) Ue иен: я До берем 


Представим последний интеграл в вщде суммы 3-х интегралов: 


-Еы 


L(etz)=f | р” 4/4) Греф") 


х/ Т.е. ] f.-f „< › поскольку именно так 
определяется норма в we” 


16% 


Yer 
I, (Е, =)= Лт” «Ср | ptle-re“)ee 
~ {= 
I, (5%) = f [D” 4)" p* (2- TEDL? 
ИЕ 


Имеем fe“ 


I, (és “Мах? ‘ep | 10” Y(r/" #1 < 


- ИЕ“ 


< Мах р* (x-#) | YW gy Уре] 
я 


(e% x) = Го" Yo) |" бк 7") 1 = 


ex 


= чето pho] fn, 


Cmca ff a 
о [ aS Ss G(x), 
t/ee 2 
те F=7e%. 
Аналогичное иеразенство, очевидно, имеет место и для 
Т, (#1 x). 
Таким образом, 
| o(=S ) | < С; (x) 
и, [2] Е% (4.1) 


state 
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Очевидно, что 
го 


| “/(=-$) (x- gage" ] (0) 0 "clam c girs) 
“a (4.2) 
Пусть 


рык / ЧЕ) ААВ, Max max [ELD 
я a 1505 OF; oF; 
© < [$1529 


Имеем 
|F@)-£"ce)|s 4 7 ] WEF) [4бо- яя + 
+ JY (ES) А-а < 


в J 4 (ES) ев +e] YE) |, 
Отсюда и us 4.1 w 4.2 следует 


o ok (+ Я. 
[бе )- |< 0 (a) |. (43) 


Полагая в (4.3) of = 9+ v+ $; » получим 
Moortteals core, де fete yg 
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что и требовалось. 

Эта теорема может быть применена к интегро-дифферен- 
циальным уравнениям с параметром, например, таких, кото- 
рые встречаются в специальной теории регуляризации некор- 
ректных задач А.Н.Тихонова. Кроме того, при B=o Ona 
может быть использована при решении некорректных задач 

Ти=х 
если 7 '* ограничен из и [р*] ake, 
С помощью леммы можно "улучшать" слабую и сильную сходи- 
мость решений, доказанную в этой главе. В частности, если 


Г, = —0 пи не, а ЕС", 


| sto f (Е коне 


6% Ч: -00 г. ven 
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ЧАСТЬ O 


ТЕОРИЯ ХАРАКТЕРИСТИК В БОЛЬЮМ И 

АСИМПТОТИЗЕСКИЕ МЕТОДЫ В ТЕОРИИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С 
ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


ГЛАВА I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 
$ I. Характеристики уравнений квантовой механики. 


Уравнения квантовой механики еще не занимают подобаю- 
mero им места в науке об уравнениях с частными производными . 

Уравнения квантовой механики описывают волновые свойст- 
ва элементарных частиц, так хе как обычное волновое гипербо- 
лическое уравнение описывает волновые свойства фотона (све- 
та). 

Волновые свойства света были обнаружены значительно 
раньше, чем волновые свойства электрова. В математической ли- 
тературе давно уже изучается волновое уравнение. Ero свойст- 
ва были положены в основу определения одного из основных 
классов уравнений с частными производными-гиперболических си- 
стем уравнений. Уравнение Шредингера, напротив, вообще не при- 
надлежит ни к гиперболическим, ни к эллинтическим, ни к пара: 
бохическим уразвениям, а является просто корректным по Пет- 
ровскому и с этой точки зрения кажется неким особым частным 
случаем. А с точки зрения квантовой физики, наоборот, именко 
вожновое уравнение, как уравнение, описывающее фотон, являет- 
ся особым предельным случаем, ибо оно описывает повеление 
частицы с массой, равной нулю. Именно с такой точки зрепия 
ME и будем здесь рассматривать волновое уравнение и уравне- 
ние Максвелла. 

Лля уравнений квантовой механики существенным с физиче- 
ской точки зрения является функциональное пространство, в ко- 
тором они рассматриваются. Мы введем ниже классификацию урав- 


нений с учетом сопоставленных им дувкциональных простравств. 
Если этим пространством является пространство непрерывных 
функций, то произведенная классяфикация будет совпадать е 
обычной. 

физическому соответствию между волновой оптикой и гео- 
метрической отвечает такое глубокое математическое пончтие 
как характеристики и бихарактеристики гиперболического урав- 
нения. Оказывается, однако, что строящиеся формальным обра- 
зом бихарактеристики и характеристики квантовых уравнений 
не совпадают с траекториями и поверхностями постоянного дей- 
ствия классической механики. В то же время физики де-факто 
считают бихарактеристиками уравнения Шредингера решения соот- 
ветствующих ему уравнений Гамильтона. 

Оказывается, специфическая постановка задач квантовой 
механики приводит к обобщению обычного понятия характеристи- 


I, Как известно, к понятию характеристик для гиперболи- 
ческих систем можно придти с помощью следующей зедача о рас- 
пространении разрыва. Пусть существует разрывное обобщенное 
в каком-либо смысле решение 2 (%,¢)  гиперболической си- 
стемы. Требуется конструктивно определить такую функцию (x,t) 
(не являющуюся, вообще говоря, решением этого уравнения), что 
разность U(%,t)-~(~,t) — была бы достаточно гладкой. Функ- 
ция (x,t) и характеризовела бы поведение разрыва. [38 
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Известно, что при достаточно малом \ задача по- 
строения функций (=) может быть редуцирована к 
более простой: нахождению решения уравнения характеристик. 

Рассмотрим в качестве примера волновое уравнение 


2 
= anys eam ot 4 
где 4w£(%2,¢) удовлетворяет разрывным“Начальным условиям 
+ ! 
и(50) =$(5)} (=); 4, (50)=0 (41a) 


(fix =H =) пи f(x) 20; ео 
при (1) <0 
Все функции: (=), f(x), C(% +)  предполагаится 
достаточно гладкими, коме того, P(x) - финитна и 
имеет компактный носитель SP . 
Характеристическое уравнение для (2.2) имеет вид 


ry 
9$ 2 2 
(2 = св) (7S) 
Положим 9(%0)= f(x). Чтобы выделить од- 
ну из ветвей решения характеристического урвзнения, зададим 


aa Я дсбье)| 75 (ee), 68 (50) grec f(x) 


Двум pennan решения характеристического уравнения 
ar 7 4) H(#,7 34), A@av=erztipl 


у=42 В=А,---„ Pa 


х/ Здесь рассматривается слабый разрыв, т.е. разрыв 
производной 
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у у 
соответствуют ревеня P(t), x(t), у=1 2 
двух систем бихарактеристических уравнений: 


v+4 d . В) и и 
Р”= = (2-1) ЭН: р) Pepe) 
C=%...,4 ; 
poy 4,2 
ave ( 


Иер” =) TP Hy 8:23 EJ) Vas, 
Si eee HAYARSHUM YCHOBUAN: 
хо) — Plo)a 7 fle), ще, ое 80 , 
тде S2 - область определения (носитель) P(x) . 
Мы обозначим 


xt) =X", %); р) -РЬь) 


y 
При достаточно малом 5 кривые Л (4, %) 
при всевозможных 4 Е 42 и при фиксированном У об- 
разуюг пл - параметрическое семейство, причем 


4 ax, (2 2%) 
Ум | о, 


“/ 
у 
У (0% 
Поэтому неявное уравнение 
у : 
Х (4%)=% 25 Е 4Р 


у 
имеет не более одного решения Х, (х#) при всех 6 $, 


поскольку 
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Нетрудно видеть, что решение исходной задачи может 
быть представлено в виде полусуммы двух решений (м) = 
= [4, (2 t) +k, (4, #)] волнового уравнения, удовлет- 
воряющих начальным условиям: 


Uy (4,0) = и, (1,0)= Yu) f fx) 


Que (#0) = ~ 2 (% 0) = C(%,0)| grad бе] Ye) 6 [165] 


(15) 
где 9 (1) =O при 7<О 0(;)=4 щи Fro 
Каждое из решений Ш, (xt), У=у,2, как мы сей- 


2 
час увидим отвечает одной из ветвей 5, (&1) решения харак- 
теристического уравнения. 
При высказанных предповоженвях имеет место следущее 
преиложение [38] 
Решение U,(%,¢) У=1,2 задачи (#1), (#3) 
может быть представлено в виде 


ple (x 7 | 
У [14% 9] 


Г 
Hy | (a, #) = f° [ae t)]+ Я в) 


И=12 


ме Т “(x, ¢) — непрерывно дифференцируемая функция. 
Следствие. Поскольку решение задачи & 1)-@.1a) 
Представляется в виде 4%, #) => So uty (ot), 
тов u(x, t) ssenbebsni ее Вне суммы двух 
областей Se} =X UL, 52), veq2. действительно, если 
rE 2} » TO x,” Е ЗФ » следовательно, (25 20 
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2. Расемотрим теперь смешаниую задачу. Пуоть (и (хх, y, t) 
ужовлетворяет линейному уравнению четвертоге порядка 


8-7 Tee 


краевым условини 


РУ 
atz,y,t) 3a; ay? +2, 6, О, 
ы é 


и разрывным начальным условиям 


и.о POF (x) Siny 
‘ = 
и feat =0, 
me Y - финитвая функция. 
Если бы коэффициент 2(2,Y,t) не зависел от У : 


ale y,t)= cle, 8), 
то MOXHO было бы применить метод разделения переменных. В 
этом случае замена U(X, $, 8) = (5% Е) 51 4 
привела бы к ese 


Ov = 2% a 2 (1+8 “(2 t= (20, t en? 


2 éef x; 
характеристики которого удовлетворяют уравнению 
95 \"_ Sas \2 2 
cian ieee oe ; é 3 
- ) 2. (5%) (4 &@o) (1.4) 
Если 2(X, ¥, t) зависит от Y , то такой метод, разу- 


меется, не применим. Тем не менее и в этом случае, как мы 
увидим в дальнейшем, распространение разрыва решения 
u(2,Y,¢) определяется решением уравнения ( 1.4 ), которое 
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мы будем считать характеристическим * ) 

Мы дадим (rx. 4 ) общую формулу, определяющую распро- 
странение разрыва решений широкого класса задач, с помощью 
которой решение исходной задачи может быть представлено в 
виде 

wat (и, феи (4,0) 


. , ‚| 
и, =2H.(%, Ра бе), 83,8965] 2 | sing. 


$ + Я 
exp fate ee) 2 
BH, (X (x5,t), P(x ey IM 

+F (же) 


rae ие; Hy (x ptl=t/S (148 (x,t)) P* , 


ér¢ 


sin y-a(X,¥, 54} f ad) 


Х, Hort), В, (xt) - решение системы 


у ЭН, 
Х.= SI : й ._ 
” др; В =- 288 ian 


Oz; 


+ 
ХЕ) - решения уравнений Xy (%,0)=2, 
a FC х, 9, <) — непрерывно дифференцируемая функция. 

_ 3. Рассмотрим теперь другой пример, в котором разрыв 
распространяется не по характеристикам, понимаемым в обычном 
ch 'сле. 

Пусть М(Х, ЕЕ) - решение задачи 
3 
Ou 2, Ou 28x у ax 
Ch ade tz") se +17 ek = 
Е (4 ) >= by * 7 2 32? by 

x/ Напомним, что обычное уравнение херактериссик оп- 
зеделяется лишь членом , соде; затим четвертую гроизвод- 
ую. 


11 


~2*/y 
U(x, 420) =Y(x) Oy) 6 , 


ф (x) - бинитная бесконечно дифференцируемая функция. 

В этом случае, как мы увидим далее, решение (5 Y¥, 2 7) 
может быть представлено в виде ко 
7-5 - Е) 
al 


us (2, ¥, 3,4) =p[x-t-£] blyrt] € 
+ F(x, ¥,2,4) , 


we F(x, 42, 4) - непрерывная функция. 
Здесь разрыв распространяется вдоль поверхностей, оп- 
ределяемых уравнением 


oS, as у 25 = 
ЕВ ох “t и. 


которое естественно считать в данном случае характеристи- 
ческим. 

4, Аналогичную задачу мы поставим для более общих урав- 
нений, несколько видоизменив требование на разность бунк- 
ций ((58)-9$(% =) . Потребуем, чтобы некоторое 
число производных от этой разности принадлежало некоторому 
конкретному банахову пространству В » HO не обязательно 15 в 


e 


Рассмотрим решение /Ск, y, t/ 


уравнения 
24 2 Ou = a В 
sje 2&4) spat 6 (%t) Be, 9 
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о (с, 6) *6*(=,6) +0, 


удовлетворяющее условиям 


ш(х, ¥,0) = P(x) FC y- Yo) 


и, (x, 4,0) =O (15а) 


Пусть коэффициенты уравнения достаточно гладки, а $) 
финитна и имеет компактный носитель 42. Требуется найти 


функий $0,4) ‚ такие, чтобы разность 
u(x, у, 8) - ФС, у ©) ы 
принадлежала бы /.[®Ю d ( @- л-мерное эвклило- 


во пространство). Мы увилим нихе, что класс функций Фея; 6) 
может быть построен с помощью решений уравнения 


as ee ee 
35 = fare 3 ) +8 (2, €)] 


которое мы A назовем в данном случае характеристическим. 
(Нике будет дано общее определение характеристик) 


Соответственно имеем систему Гамильтона 
pe 2d , agen H=Va*p 467 
2х Эр 
€8 [Hv -[H - pH, } 
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Решения X(t), p(t), S(t) этих уравнений при до- 
статочно малых = #5 и начальных условиях 


х(о)=ль; Pl0)=0 S(o0)=0 


образуют однопараметрическое семейство. 


Мы обозначим, как и прехде: 


x(t)=X(t,%), plt)=P(t,%), $(t)=SCé x) 
При достаточно малых С*6о производная 


У (4,%) = 2X (6%) ›0 


и решение уравнения  Х(&%%)=х единственно: 
Xp = Lo (x, ¢). Имеет место следующее предложение: 
Решение (ху, $) задачи (1.5), (#52) 

при #58 может быть представлено в виле 
2 
( Y-Yo) 
У, ) CoS 95 "ГЕ, 4) oe 
li (X,Y, t) = tre xn y, t) 
У) Усе’ 
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где F (x,y, t) € 4,18 *) при вюбом фиксирован- 
ном 5%. . 
Следствие, 
Сужение решения задачи (5) -(:.5а) na область 


RVD, » где Gr, = X (4, S2 )x(-co sys), принарлехит 
L, [RG ] 


5. Основное уравнение нерелятивистской квантовой меха- 
ники - уравнение Шредингера - имеет BAT 


к SAP UGE Letzte C6) 


здесь А и |“ - константы ( А, - постоянная Планка, 
© - масса частицы). 


Предположим, что (>х,ё) удовлетворяет усло- 


BED Y(1,0) = ^(х- Xo) @%) 


Fem 1 (%8) ограничена и бесконечно диффе- 
ренцируема ( (x,t) С”) ‚ то решение У(.хЕ) 
в любой момент &?0 является бесконечно дифференци- 
руемой бункцией в каждой точке  . Одвако, как само ре- 
пене (x,t) при фиксированном & , так и его произ- 
водные по Х , не принадлехат L, [№"] _. Следовательно ‚ зада- 
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ча о нахождении такой функции (x,t) ‚ что разность 
4(%6)-4(%) была бы дифференцируема nL, [2] 
нетривиельна. 

Мы поставим еще более ограничительные условия на раз- 


4%) -4 (х ¢) 


Забегая вперед, заметим, что нам будет важна зависимость ре- 
шения уравнения Шредингера от параметра A , поэтому мы бу- 
дем Y считать функцией не только х и ¢ , on A: 
y=%(%,64) —, Предположим, что решение ‹/ — при каж- 
дом фиксированном %  принадлекит пространству L, i в "** ] 
функций F(x,4) — с нормой 


НОСТЬ 


. 2 2 
( far f [Fa ax ) 8) 
ария ола 
F (x,h) =Фберезр[ #4} Ga) 


(где как и раньше Y(X)EC™ и финитна, S2-D[Yx)), 
а Хх) Её” ) недифференцируема в Д./®””] 


Решения уравнения (16) , удовлетворяющее начальному ус- 

ann (x, 04) =F (x, &) (4,40) 
a) 

ma #>0 такке He будет дифференцируемо в ИУ: 


Поэтому можно поставить задачу о построении функций 
(хе А) такой, что разность ф- Yo диффе- 
0 
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RL 
ренцируема в LCR ] . Уравнением, с помощьр KOT 
рого оказывается возможным сконструировать 4. (% 4,4 ) 
является уравнение Гамильтона-Якоби 
28,4 (75)“+ v(x, 4) =0 
at aK 


Его характеристиками служат решения системы Гамильтона 


pimp р=-8% в Fes) Gr) 


2х 
Поставим начальные условия 
tlo)=%; рР(0)= И); 59 = Fl%) 
Обозначим, как и ранее, 
a(t)=X(t,%); Plt)=Pltu); S(t)=S8(4%) 
Ips ¢ <4, решение уравнення X(t,%)=2x, для 
xe D[Y (x)] = бр единственно и SKOOmAH | 
Y (4, %) = ded | 2.2 | 
2%, 
отличен от нуля. 
Имеет место следующее предложение: 


Решение задачи (46), (7.9),(.70) может быть представлено в 
виде 


фь (2, t)] р. $ [ 4, Xo(% £)] 


(%4,A)= 
OTe mall * PEAY) би 
me Ф@ЗА, £ $554) 24 


принадлежат 2, i pre fi 
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Заметим, что оператор умножения на 1 4 8 L, [ R””) 
веограничен и в некотором смысле равноправен с операто- 
ром & . 

Следствие. 

Решения залачи (4.6) (4.10) вне области X&, SP) 
лифференцируемо в L, [®”" \X(¢,52) «(08h 4)] 

Рассмотрим теперь пространство ofr] непрерыв- 
ных функций от А (OSA $1) с интегрируемым квад- 
ратом по X . Норму 9 (%, AJE YR] положим равной 


Мах У [19 ca, A) [atx 


OsAEL 


Оказывается, что функция f (tA) ‚ в формуле 72) 
‘такова, чо Ф$(х,6 4), £ Diag) и 
эФ(хЕ^ A) 3 6=1,..., AR 


mpmuanvenat Al ©” ] . 


29. Обобщенная задача о "распространении разрыва" для 
уравнения с операторным коэффициентом. 


I. Пусть функция (8) со значениями в гильберто- 
вом пространстве ЛД удовлетворяет эволюционному уравнению 
du(t) | 
= wt) у 13 
al A uct) ) 


где A - такой неограниченный оператор в гильбертовом про- 
странстве, что области определения D(A “) и D(A* “) 
плотньв Н ( М - любое целое число) 

Предположим, что 


u(t) € D(A*) 
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Зецача, аналогичная проблеме распространения разрыва решения 
гиперболического уравнения, заключается в том, чтобы постро- 
wT такой элемент №, (t) ‚ что 
u(t) - Uy (в) е D(A”) (475) 
Обобщенным решением уравнения (27.73) будем ва- 
зивать функционал (обобщенную функцию) W(t) =-А “uct) 
на множестве 0(А*”)» именно , 
(wee,g) = (uc), A a) 
re 9 с DA “),4, ult) удовлетворяет (4.13) 
Очевидно, что и„ (2) также функционал на 
D(A”) „из (415) сведует 
W(t)- A “tly (t) EH 
Пусть ИЕ) - обобщенное решение уравнения 73) 
определенное как функционал на D(A” oe Залача о выделе- 
нии "сингулярной части" W(t) заключается в слелующем. 
Требуется построить обобщеннуо функцию ИС ¢) такую, чтобы 


разность Wie)- W, (2) 


принадлежала НД . | 
Очевидно, что не уменьшая общности, мы можем ставить за- 
дачу (1.14) - (1.15) и рассматривать лить классические ре- 
шения (+) Е D(A) уравнения (1.13)Чтобы перейти к об- 
щей задаче, нужно подействовать на обе части равенства неко- 
торой степенью оператора A, Если - (A - самосопряженный 
оператор, Ё)- его спектральная функция, то очевилно что 


eo ео 
¢ ё АЕ 
вые aro) / e MAE шо)» Де ak, ибо) 
- iy 


- [8 = 


-ло ло 
У : 

+ fe’ “МЕ #(0) + fer ae, u (0) 

- 20 -Л№ 


Последний интеграл при любом вонечном A, принадлежит 

D(A *) И ‚т.е. i р 

ue-ffe*ab-e 4Е, ] що) © DIA’) 
Ао 


Отсюда следует, что эта задача связана с задачей об асимпто- 
тике Е А при А-= . 
39. Классификация уравнений второго порядка. 

Общие свойства решений уравнений (5.3), 4.4), (1.6) wom 
гут служить основой для классификации широкого класса урав- 
нений с операторными коэффициентами в гильбертовом простран- 
стве. Мы здесь рассмотрим наиболее простой случай, охватываю- 
щий, однако, все уравнения квантовой механики. 

Рассмотрим пространство вектор-функций /(%), 
Х-Х,.,.Ж фа, бо значениями в гильбертовом про- 
странстве Я. 

Пусть 8:(%8), 6=4,..6 и Ю(%8) ограниченные 
бесконечно дифференцируемые матрицы oS XS порядка, зави- 
сящие от параметров 2,&; (XO), K=4,2,3, 

b (x, 6) = 8, (,Е),..., (GO 
заданные комплексные бесконечно дифференцируемые функции © 
и $ (6(%) - вектор-функция) со значениями на дейст- 
вительной прямой; А - самосопряженный неограниченный опе- 
ратор в гильбертовом пространстве Н » не зависящий от 
Хх oat . Векторное $ - марное пространство мы обозначим 
через К°. | 
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ЕЕ a ns ne te 


о уравнение 
В (x,t 2, + А Qs, (x,t) 55 Ce @;(x,t)+(7+cA $ lx, eh. 


2 Bu (15,0) р в ф(х,в) =0 


(1.16) 
$05 
А подстановки‘ / =@ оО ‚ приравняв нулю козффи- 
2 


циент при А » мы получим уравнение, которое мы назовем 
т. 


а, 658% Sy" +, (x,6) 2 a, (G t)+[oS+ bcx,e)] = 4) 
(4.17) 

(его можно получить также, исходя из того, что оператор A 

"равноправен" с оператором 2. ) 

Если корни характеристического многочлена 


Q(P, )=а,Р, +4: К. #28” (4.28) 


действительны при любых р,,..,р„,х 4, то будем говорить, 
что уравнение (1.16) волнового типа, если чисто мнимы - 
туннельного типа, если в некоторой области действительны, а 
в оставшейся - чисто мнимы, то смешанного типа. Остальные 
типы уравнений мы рассматривать не будем. 

4°. Преобразование типа Фурье для абстрактных функций. 

Т. Определим, что такое, импульсное представление 
( р - представление). В случае, если оператор A веотрица- 
тельно определен, переход к импульсному представлению совер- 


x, 
нается при помощи унитарного оператора $ ый a вила 
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Fis го 
и -гр= А 
Y(p)=g* (am aoe | e” p(x) ae (#79) 


Обратно 


р, = 
Ре) = $ ртр aon mae “Flere G20) 


Если оператор -А неотРицательно определен, то 
го 


ah, 
wad" 2. СА) J OPM i toe 8s 
Heed” Vere ge eee Ce 
Пусть оператор А не является Знакоопределенным. Разложим 
пространств H на мм H-H*+H™ и cyxe- 
ние оператора A на ПЧ” есть неотрицательно определен- 
ный оператор, который мы обозначаем через А* ‚ а сужение 
оператора -А na Н“ есть неотрицательно определенный 
оператор, мы его обозначим через —/Д”. 
Пусть $(p) — - бункция со значениями в Н. 
Положим 5 

УР) = '(Р) *$`2); У”РеН’; рен“ 


Тогда по определению , 


ох о peg Pa 
$  Fl- be F+ S$, FIA (aay 


Аналогично определяется оператор Ф A 
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2, Введем теперь аналогичный оператор в пространстве 

функций от 2 co звачениями в баваховом пространстве Д 
Рассмотрим в банаховом пространстве 4 оперетор A , 

с всюду плотной областью определения D (i A) 
Пусть (1+Е A)" существует и определен всюду в В , 
причём re Ah $ 4 при &>0 в & „чисто 
мнимом, Рассмотрим оператор Т=е ы А fe cage az 
заданный на Ф(А). Этот и. обладает” следутщи- 
wm свойствами (см. гл. 6 § Г): 
а) T= A Ha D(A), РТ-Т me Т- 


означает комплексно a о и имеет вих 


poe -¢A a® 

Е ТА fe 
Таким вы оператор ай существует как оператор в 
действительном банаховом пространстве. Обозначив T=VA 
определим преобразование типа Фурье формулами” и 79) —(720) 
для функций no значениями в В. 


a 


Можно Takwe рассматривать оператор А, такой, что - А 
обладает перечисленными выше свойствами. В этом случае в 
качестве преобразовавия типа Фурье введем формулу (2.27) 

5° Инвариантность типа уравнения относительно перехола к 
Р - преяставлению › 


Tan уравнения (116) инвариантен относительно 
перехода к P - пзедставлению с помощью преобразования 
xX, 
>, *. 


х/ Определение корвя необходимо для придания смысла 
оператору A "/@ при помощи равенства ye 


Г89 


АЗ (pt) 
В самом деле, после подстановки @ 


з уравнение (476) , записанное в р - представ- 

лении (т.е. в уравнение для функции У(рё) ), мы полу- 
4 

чим, приравняв коэффициент при А нулю, вновь урав- 


нение Гамильтона-Якоби: 


se | 
2,64) (BE) + a et) BS + [рвы] |“, 


где = @ 
Gm sing, a =35 
б 4 
6.Уравнения волновой механики и оптики. 
I. Приведем таблицу специальных значений коэффициен- 
тов уравнения (16 ) ‚при которых из него получаются 


уравнения волновой механики и оптики. Заметим, что боль- 
вая часть конкретных применений развиваемой далее теории 
относится именно к этим уравнениям. Нетрудно проверить, 
что все они принадлежат к волновому типу в смысле прове- 
денной перед этим классификации, 


T90 


I6T 


OfeF а 
ее [ое 


Was 
or) 
C3 
ИЛИ 


Уравнение 
Скалярное a 
волновое 
Максволла (Grad tn Js )rot Е + 2 2 
или 
w 
Дирака 1 2 у 
Кляйна-Гор- 7 
дона-Фюка о 
Паули Н = ag) 7 
A 
A 
£423 


x/ Сы. конец этого параграфа 


Здесь Е-Ё(%#) - электрическое поле, И =И(е, и) 
магнитное поле. P= Z, (%=) - скалярныя потенциал, 
An “A. (%t), M=423 компоненты векторного но- 
ва ExE(%,t), alae) 

диэлектрическая и магнитвая проницаемость среды, @ - ско- 


рость света в пустоте, т. - масса частицы, € - зарял, (737 


A - постоянная Планка, & - матрицы Паули второго 
порядка: 6; =(&, , & Bs > бу ) 
-¢ о 
&=(2#); 4% 1); 4-1.) 
5, = - матрицы Дирака четвертого порягка ly 0 7: 
A = (4, os os ) F=(G, q,G) 


о Be Bn О 
dale = “,) 


А. Кроме того, если @,=2,=0, 4-0, Вк=0, R=0 
то мы имеем уравнение Гельмгольца. При А-® 
имеем уравнение тунбльного типа с чисто мнимыми характеристи- 
ками: если сделать замену Sac SK ‚ то мы получим, дей- 
ствительные решения для oS . Характеристическую систему 
для уравнения, определяющего S" иы будем называть бихарак- 
теристическо: для данного тунельного уравнения. 

3. Уравнение (4) получается из (476) , 


если полохить 


ВЕКЕ ae 


а остальные коэффициенты уравнения (C4 15) полокить завными 


нулю. 
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4. Начальные данные для уравнений 2 и 3 таблицы I 
(уравнения Максвелла и Дирака) не являются произвольными, 
а удовлетворяют определенным соотношениям. Эти соотноше- 
ния обладают свойством инвариантности, т.е. если они вы- 
полнены в начальный момент, то решение уравнений будет 
удовлетворять им в любой момент времени. 

Пусть E (x0) = Р, (х), Н (0) =H, (2) 

BE (5,0) =F, (2), BH (2,0) = Fix) — 
начальные yonopus решения уравнения Максвелла (п. 2 таблица 
Г). Указанные соотношения мехду ними имеют вид: 


acu ЕР, =0 ам H, =O Ta 

£ Е’ =cot H, Je Я, =-тов Е, 74 
Пусть решение yb (X, 5) уравнений Дирака удовлетворя- 
DT условиям 


фо) =4 (8) ВФ (x0) =, cx) 


Соотношения, наложенные на iad условия, имеют BAL 


oh in EB (,b) Vp =-th (2, (9ract В А фр) зтеву p, 


(22) 10 


Поскольку соотношения I и Il инвариантны и выполняются в лр- 
бой момент времени ¢ , то можно записать уравнения Дирака и 
Максвелла, как это обычно принято, в виде системы уравнений 
первого порядка. При этом условия Та можно наложить непо- 
средственно на решения уравнения Тв, 
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5. Заметим, что скалярное волновое уравнение и ypaB- 
нение Максвелла вообще не зависят от оператора A . Тем не 
менее, начальное условие может зависеть от оператора А. 
Действительно, в первом примере (#1) начальное условие 

(2) может быть представлено в виде 2 (x,0) = P(x) f =) = 
= play [ео = vere *F 5"), 
Таким образом, здесь =v (x,0)= e ~°A 2 


2de А, а 9==* 
Кроме того, Я ет быть поставлено "осциллирующее" началь- 


век) 


ное условие: 


(ко) =) е 


(т.е. Jud, А acd ) 

Во всех рассмотренных примерах начальные условия зависят от 
А специальным образом. Мы увидим в следующем параграфе, что 
спе начальных усло не н. OH про ован. 
самой физической постановкой ачи, 


$ 2. Постановка задачи Коши для уравнений кванто- 
вой механики. 


Квантовая механика, как известно, основывается на це- 
лом ряде физических принципов. Не будем касаться тех из них, 
которые постулируют связь математического аппарата с экспери- 
ментом. Не будем касаться также и правил, служащих для напи- 
сания ураваений. 

Весь известный математический аппарат квантовой меха- 
ники может быть построен на основе нескольких эволюционных 
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(нестационарных) уравнений в частных производных, приве- 
денных в таблице Т. Поэтому, чтобы аксиоматизировать мате- 
матическую теорию квантовой механики, надо еще знать, каким 
условиям должны удовлетворять начальные значения решений 
этих уравнений. Итак, мы сформулируем лишь те постулаты 
квантовой механики, которые могут быть использованы для оп- 
ределения вида начальных условий. Такими постулатами являют- 
ся принции "тождественности частиц" и принцип "соответствия 
квантовой и классической механик". Им удовлетворяют далеко 
не все решения уравнений, отвечающие произвольным начальным 
данным, принадлекащим 4, 

4. Сформулируем аксиому, которой может быть заменен 
принцип "тождественности". 


менных 2%, $4 % и 3,41 т TO станов- 
ке индексов уравнение не изменяется, Тогда начальное условие 


при перестановке индексов может изменить только знак. 
Нетрудно доказать, что решение уравнения будет обла- 


дать этим свойством не только в начальный момент, но и в лю- 
бой момент времени ¢ . Это и означает выполнение принципа 
"тождественности" в общепринятой формулировке £471 B87 

‚ 2. Другое ограничение, сказывающееся Ha начальных ус- 
ховиях формулируется следующим образом в вниге Л.Шиффа "Кван- 
товая механика" : "Мы всегда будем требовать, чтобы при соот- 
ветствующем предельием переходе результаты любых вычислений 
совпадали с классическими выражениями. Это требование выраха- 
ет принцип соответствия Бора"...[81 

3, Поясним, что означает термин "предельный переход". 


1% 


Пусть 4, to, “u ВА 5 И; постоянные длина, вре- 
мя, скорость и потенциал, характерные для данной квантовой 
системы. Предельный переход квантовомеханических величин в 
классические осуществляется при таком изменении этих пара- 
метров, когда безразмерная константа 

И 

фт 
стремится к нулю. Это означает, что т.н. де-Бройлевская дли- 
на волны А т % мала сравнительно с характерной длиной 


системы. Остальные безразмерные параметры 
с е 
% ти 
( С - скогость света, ¢- заряд, \ - характ.потен- 


циал) не зависят or A и 2 . А поскольку A постоянно 
то У может стремиться к нулю лишь за счет увеличения $, 
(или если М и % одновременно стремятся к го ‚при- 
чем eY~ urn ). Однако, для удобства обычно полагают, что 
h--o вместо Y»Q или 4 0 

Таким образом, принции соответствия может быть применен 
лишь к системам, которые содержат малый параметр A. . Этим 
он отличается от принципа тождественности. 

4, Теперь разберемся, о какой задаче классической меха- 
ники идет речь. 

Всякой конкретной квантовомеханической задаче „содержа- 
щей параметр А и имеющей физический смысл, соответствует в 
классической механике вполне определенная задача. Эта задача 
может быть поставлена как обычная вариационная: ищутся экст- 
ремали функционала с закрепленным правым концом, левый конец 
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ре ВЫ ЕИНИ 


которого трансверсален к некоторому “S/2  мерному мно- 
гообразию (в частности при K=O — закреплен). 

Рассмотрим, например, уравнение Шредингера. Уравнения- 
ми Эйлера для классической вариационной задачи соответствую- 
щей ему будут являться уравнения Ньютона 

м, =- oY ‘ Ce4...,2 
Рассмотрим № - мерное многообразие 2=45(%), AH 4, Ax 
и $ п ‚ взоженное в Ю” . обобщение Условия 


трансверсальности может быть представлено в виде (-531 
д4ь(4) Эа) ALK) IRM) с sk 
LA > Da; Ber =O ; 
? a | В) = и) wiz) 


Удобнее рассматризать в фазовом пространстве G =x, Pape 
Л, -мерное неособое дифференцируемое многообразие 
ф=9(а), Р=м9 (и), =. ча. — Условие (2.4 ) 
MOKHO Е: в виде 
т.е. в любой локальной системе координат миогообразия скоб- 
ки Лагранжа равны нулю. Такое многообразие называется 
лагренхевым. 

4.1. Квантовый переход системы из состояния , (x) 
при %¢=*0 в состояние $2(*) при &=7 
описывается формулой 


Cate [tala ИС) (Е) = а (43) 
где К (%§, 7) - бундаментальное решение (функции Грина) 
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уравнения Шредингера (76) 
Вероятность этого перехода paper 16, / zy] 

Решение задачи Коши для (76) получается чз форму- 
лы (2.3), есжи повожить \(%)=5^(-х’) ‚ что 
соответствует задаче с закрепленным правым концом. 

Само фундаментальное решение можно получить из этой 
формулы, положив (5) -0/ж-р’), фе) = (x-x!) 
Следовательно, фундаментальное решение описывает квантовый 
переход частицы из точки “= г. за время г в 
точку =x’ › Что соответствует вариадионной задаче с 
закрепленными концами. 

Вачальное легравжево многообразие в этом случае 
имеет вид <= F' и представляет поверхность, параплель- 
ную координатной плоскости “=о. 

Назальному условию вида 

$ (250) = exp (px) 
( =fe,---, fer = KOHCTAHTH) соответствует лаграниево 
многообразве р-р о. Условию, не зависящему от A, 
- многообразие PO . 

5. С помощью принципа соответствия Бор получил кван- 
тование классической механики, которое, как оказалось, дает 
лишь первый член асимптотики при А->0 решения истинно- 
го квантового уравнения Шредингера (76)  Квантование Mpe- 
дингера заключалось в том, что он поставил в соответствие 
классическому импульсу оператор -гА 2 » энергии & 
олератор /A р ‚ тем самым сопоставив уравнению Га- 


мильтона - Якоби линейное уравнение в частных производных 
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второго порядка. Квантование, таким образом, тесно связано 
с принципом соответствия. Принцип соответствия в вышеприве- 
денной формулировке Шиффа есть понятие обратное квантова- 
нию. Квантование ставит в соответствие классическому объек- 
ту квантовый объект, зависящий от /., а прииции соответст- 
вия требует, чтобы результаты вычисления имели бы класси- 
ческий предел ци A-> 0. Естественно, что принцип с00т- 
ветствия был призван “помогать квантовать“. 

Оказывается, однако, что принцип соответствия вообще 
говоря, не выполняется для произвольного решения уравнения 
Шредингера. 

Например, пусть (x,t) решение уравнения Предин- 
гера, удовлетворяющее начальному условию У(% о) = дер <) 
тогда среднее значение импульса, равное (см. 81) 

- Фе) th 2 фе, в) da 
будет стремиться к бесконечности при А-0 . Значит, для 
того, чтобы удовлетворить принципу соответствия нужно прех- 
де всего проквантовать начальное условие для уравнений Ньыюто- 
на - условие трансверсальности, т.е. каждому латранжеву мно- 
гообразию поставить в соответствие некоторую функцию от © | 
и А- начальное условие для решения уравнения Шредингера 
(иначе говоря, проквантовать скобки Лагренха (2.2)). И mums 
после этого доказать принцип соответствия. 
6. Итак, залача заключается в том, чтобы найти класс К 
функций or x и h , удовлетворяющий следующим условиям: 
I. Асимототичность, Две функции ort и А из К 
считаются эквивалентными, если их разность стремится к HY- 
ею щи А-20 в среднем (т.е. по норме в L,[k"] )). 
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2. Выполнение принцина соответствия. Если в начальный 
момент решение принадлежит классу К , то в любой момент 


выполняется принцип соответствия, т.е. все квантовомехани- 
ческие величины, имеющие физический смысл переходят при 
ho в классические. 
3. Инвариантность. Если в начальный момент решение 
ф (%, 0) принадлежит классу K , то и в любой фиксиро- 
ванный момент оно принадлежит этому же классу. 
4. Полнота, 

Каждому многообразию вида ° = (м), % = 2%, (м) 
удовлетворяющему условию (2.2) соответствует функция 
Y, €K . Квантовомеханические величины, отвечающие реше- 
нию Y(x,¢) уравнения (6), такому, что (ко) = Yo, 
сходятся при А 90 к классическим величинам, отвечаю- 


5--2% , 20) =жы (а), %, (4) Ры (4) ay 
с 
6.1 Таким образом для наших целей достаточно провести 

крантование скобок Лагранжа в квазиклассическом приближении - 
приближении старой кванровой механики Бора. Забегая вперед, 
заметим, что условия квантования скобок Лагранжа будут совпа» 
дать с условиями Бора-Зоммерфельда старой квантовой теории в 
случае, югда лагранжево многообразие является инвариант- 
ным относительно динамической системы (2.4). 
Свойство асимптотичности для класса А мы заменим более 
сильным условием, - учитывающим "равноправность" оператора 
умножения на 1. и операторадифференцирования по 2 
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Мы рассмотрим в пространстве Д,(@"" ) область О, 
равную лересечению областей определения оператора умножения 
на 4/4 и оператора дифференцирования по х . Область D 
не замкнута в норме [,[Ю“"*] . Отождествим между собой 
элементы Lf R "" ] ‚ разность между которыми принадле- 
RET D . Полученное таким образом пространство (фактор- 
пространство Х/ ) обозначим через S= 4, /О. Требова- 
ние асимптотичности будет выполнено, если класс К при- 
надлехит 5 . В дальнейшем мы будем обозначать знаком 7, 2 
равенство в пространстве S , т.е. равенство с точностью до 
элемента, принадлежащего D . Так, например, (<, #) = у (x,t) 

7. Задача о построении инвариантного класса функций 
уожет быть поставлена и для взрывах скалярного волнового 
уравнения. Если рассматривать решение задачи (1.1) при 

t >to ‚ то якобиен =) (4,-r0) может обра- 


х/ Простравство hy [ ©] является группой 
по сложению, [) - является его подгруппой. Пусть L, /D 
класс смежности в Li no подгруппе D. Совокупность 
классов смежности и является фундаментальным множеством 
элементов линейного пространства $. фактор-простран- 
ство Ly / р не замкнуто. 
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тяться в нуль в некоторой точже &=Ё’ . При 2=2 
для аналитических коэффициентов уравнения (2.2) В 
простейшем случае (простая каустика) было исследовано по- 
ведение разрыва в точке =’. Оказалось, [6,2), 3 
что разрыв решения описывается весьма сложным интегра- 
дом. 

Вопрос заключается в том, чтобы сконструировать ин- 
зариантный класс разрывов К , te. такой класс, что 
если ¥(x,0)EK ‚тои $(x%,t) EK в лю- 
бой момент времени & . Таким образом, здесь идет речь, 
в частности, о решении задачи (4.4) в целом для лю- 
бого времени Е. 


8. Рассмотрим пространство L, [ R yee ] функций 
от 24,...,% ER 7 со значениями в гильбертовом 
пространстве AL (см. $1 wed [мет !/ ). 
Пусть А - самосопряженный оператор в H ‚ а область 
D (A “) плотна В Н > при любом и. Будем рас- 
сматривать в Lig [R°H] обобщенные функции в 
смысле пункта (441) , т.е. функции вида A’ f=) 
где f(x) E [НН] . Как указывалось в (4.47) 
не уменьшая общности можно рассматривать 

f(x) Е DCA) 

Поэтому, оставаясь в пространстве Ly [, ROH ] 
мы выделим класс функций, не принадлежащий к пересечению 
областей определения оператора А и операторов 
2. =1,...п Е в дальнейшем все результаты будем форму- 

р 
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a 
лировать для функции из пространства Lek R й Н ] . 
м 
Если на эти функции подействовать оператором А ry 
м 

пли ( 2 ) ‚ то мы придем к обобщенным функциям. 

Все теоремы гл. 2 переносятся очевидным образом на 

: NO sTOMY 
обобщенные функции, в части примеров, служащих для иллюст- 
рации теорем, мы будем использовать именно обобщенные функ- 
ции. Для выделения "сингулярной части" функции f(x) E D 
рассмотрим фактор пространство JS =Ly[R* H]/D 


т.е. отождествим между собой элементы пространства 


by [R "H ] разность между которыми принадлежит 
2=0(2,) 0 2(4). 
Для общего уравнения (1.16) задача так- 


| же заключается в том, чтобы сконструировать класс Kes 

инвериантный относительно уравнения (1.16) , т.е. такой 
класс, что если 4ф(%0)ЕК ‚тои ¥ (x, t)EK 
для любого времени ~ . 
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$ 3. Общее определение характеристик для уравнения 


с операторными ентами . 


Т. Пусть ae (B) - некоторое банахово пространство 
бункций от 2=(5,,.,Т^ ) co значениями в абстрактном 
м 
банаховом пространстве B (например С”(В) ‚или И, (8)). 


Рассмотрим пространство 2'’В) с нормой 


= [2962 
I gcx) ne >. ee fe 192 ев) 
Обозначим через 5 фактор-пространство 
2е(в) / 2'(B) . 

Пусть 4 линейный ограниченный оператор из банахова 
пространства 26 (8,) в банахово пространство 9%, (8,) 
Пренположим, что [ отображает 26’) в IC; ¢ 8). 
Пусть Sy = 26, (8,)/26,(8,), 5: =9(8,)/ Hj (8,). 
Оператор 4 , порождает, очевидно, линейный оператор из 
фактор-пространства Ss в фактор пространство $ . 
Назовем оператор ZL $ порожденный © Lots действующий из 
фактор-пространства 5, в фактор пространство Sz › 
характеристическим оператором. Пусть для некоторой функции 
Х(х,) © $, , зависящей лишь от одного аргумента 2. 
уравнение [. X(¥(xy) =о 
удовлетворяется в том и только в том случае, когла 
ФЕ С ь удовлетворяет некоторому уравнению типа Га- 
мильтона-Якосби. 
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Тогда будем говорить, что оператор имеет характеристи- 
ки, а уравнение первого порядка дяяфпределения функции 
P(x), LH Gyo) М» назовем характеристическим. 
Характеристическое уравнение у оператора 4 может быть, 
вообще говоря, и не одно. 

В том случае, когда оператор 4 является гиперболи- 
ческим оператором К- 772 порядка из С в. > дан- 
ное определение характеристик совпадает с общепринятым. 

2. Пусть СА - некоторый неограниченный оператор в В, 
порождающий группу. 


Если вышеуказанная функция X(x,) — имеет вид 
Ах, 
Л 3 (- %) =6 Я ; 
где 9 Е 8, причем характеристическое уравнение не за- 
висит от 9 › то это уравнение мы будем называть А - xapax- 
теристическим. и будем говорить, что оператор 4 имеет 
А - характеристики. Если сверх того характеристическое 
уравнение имеет один и тот же вид для всех деограмиуеннох 
операторов Е.А, порождающих ‘группу, то будем называть 
его сильно-характеристическим и говорить, что оператор JZ 
имеет сильные характеристики. Легко видеть, что классические 
характеристические уравнения для гиперболических систем яв- 
ляются сильно-характеристическими, если полагать, что решение 
уравнения есть функция со значениями в некотором банаховом 
пространстве В (например, зависит от некоторого параметра) 
Для волнового уравнения 


уравнение , 
95 
(52) = сб) (8) * (1) 


является сильно характеристическим, а 

уравнение р : 

et(a)(vS)=4 (32) 

является т - характеристическим. Если 

начальное условие для уравнения (1) удовлетворяет 

уравнению (32) , то сильные характеристики в данном слу- 

чае будут совпадать с р - характеристиками. 3 

Neved dees Temes К KOKCTOYR Tu BHONY дпредегемем Дехаражтерисч к 
3. Пусть Tt (x, РЕА) — самосопраженный (неограни- 

ченный, вообще говоря) оператор в гильбертовом пространст- 

ве Л, зависящий от параметров 2, р 4 нЕ, ==... 2%, 


Р=А, ---› Ра › Os lx|soo , Oslpl|soo, Ost<%, osh 


и бесконечно-дифференцируемый по всем этим параметрам. 
Пусть A (xP, #) изолированная равномерно по всем 
параметрам точка спектра оператора JJ, (2, 64,0) 


Пусть Д, [ "Я ]- пространство функций от 
Ен и А осо значениями в H . 
Норма «= F(x, 4) € L, [R Hy ] равна 


сле “VS ak Л о ae 


ard 
Рассмотрим BOL, [ R ‚Я] оператор вида 


L (GAA, 
где р, =- ch сд & - пареметр, причем в операто- 


> 
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^ 

ре < вначале действует P , потом хх}; › иначе 
/ 

говоря, 


р арт Тег ВЕ т 


Рассмотрим в пространстве непрерывных функций or # со 


значениями в bs i г. Н ] оператор 
в - L(x, p,t,h) (33) 
Для этого оператора одно из ih, характеристи- 
ческих уравнений имеет a 
-l(x, 2 2s, »t)=0 (3.4) 


Оно отвечает собственному значенню 4 (%/, 4) 
Вместо*/№ в этом примере можно взять резольвенту самосо- 
пряженного оператора А , действующего в пространстве 

L, функций от ФТ. При этом норма ¥(% 2) ЕД, [ R™, Е] 


должна иметь вид: 


у far fit (era 


Уравнение (34) будет тогда iA - характегистичес- 

-1 
ким для оператора (53) , me А=(Д-я) , 26 p(A), 
(pC A) — резольвентное множество оператора A ). 
Это определение tA характеристик, как мы покажем 


ниже согласуется с определением данным выше. 
4. В этом пункте мы дадим общее конструктивное опре- 
деление характеристик для дифференциальных уравне- 


207 


ний с операторными коэффициентами? с помощью этого определе- 
ния дадим классификацию уравнений. и 

Рассмотрим замкнутый оператор”с BCREY плотной областью 
определения, лекащей в гильбертовом пространстве Ha 06- 
ластью значений, лехащей там xe, зависящий or 2x +3 
параметров P+, ...,/ь, Poy %y---, ta, В, Y 
и являющийся полиномом — #7? -ой степени параметра р; : 


Х- Хор, wp, x, 60) = L (apg tho)Gapy 


jee 
(3.5) 
Предположим, что существует сильный предел 
р 4 : : о 
hie, 0° (бор, гор, 2, 4,00) = "(рая 
=“ é (3.6) 
=2 У: (р 58’, 
+20 
где &-некоторое действительное число , 
Пусть точка A( P: Po, % &) является равномерно 
по всем параметрам asps&, a le tay ce alli sa, 


у) 


о $5 7 изолированной точкой спектра ’операторов 
L'(pp, x,t) и [£°R, x, 4)]” кратности 2 S00 
Пусть A - некоторый неограниченный самосопряженный опера- 

торв Н ,‚ коммутирующий с оператором <. 
Рассмотрим в пространстве бесконечно дифференцируемых 
функций от + и 2 co значениями в Н оператор ый 


вида 

7 2 “ 2. Z 2. a 
Lot (854-25. <: (952% 4) 
"x7 Oya | AC Ps pe, #) будем называть термом. 
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т ^ 2 J 
ae tA) ; (33) 
где операторы <, действуют следующим образом 
^ a ? J 00. 
~ipxA (РА 
ba G(R at А)- Ая fare Y ban 56 UY ap 


(3.8) 


Уравнение 
> 95 25 ees 
A(p pe, x, #)=0 Pir ax, > Po= 5z- la ber fe 
Qspsb; Csppsd, “558, ost=T 


будем называть характеристическим уравнением (одним из ха- 
рактеристических, поскольку изолированных точек спектра у 


оператора может быть много) для уравнения 
Феи = F(z) (3.9) 
bint), Fede СИИ] 
Если уравнение имеет /7 действительных 


корней относительно  , TO мы будем говорить, что урав- 

нение (3.3) имеют характеристику волнового типа. Если все 
т корней > чисто мнимы - то характеристику 
TYHHCAbHOTO типа. 

Мы увидим из дальнейшего, что приведенное конструктив- 
ное определение А - характеристик совпадает с определе- 
нием, данным в начале этого параграфа( си. Teper 44а. м 44) 
Нетрудно убедиться, что определение характеристик, дан- 
ное в примерах $ I следует из приведенного здесь общего 
определения. 
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$4. Проблема выбора представления при переходе 
из квантовой механики в классическую. 


1.В предыдущей части мы изучали семейство операторов А: 3 
сходящихся при Ё->0 x оператору A, , и строим теорию 
возмущений в каком-либо обобщенном смысле для оператора Ao. 
Мы, однако, отмечали с самого начала Bra.i $4 72° 
бессмысленность такой постановки в общем случае, если за- 
ранее из каких- либо априорных (например, физических) с00б- 
ражений не следует, что именно оператор А. является пре- 
дельным. В противном случае мы могли бы перейти к какому-ли- 
6o другому представлению А, оператора A, с помощью 
унитарного. преобразования, зависящего от & ‚и тогда пре- 
делом А, ‚ возможно, был бы некоторый другой оператор 

А, = А, . 
‚9 Рассмотрим, например, стационарное уравнение Шрединге- 
ра: 
4 yaypedyp reno @0 


Известно, что при A+ 0 квантовая механика должна 
переходить в классическую. Нам важно было бы получить в пер- 
вом приближении классическую величину, а дальше квантовые по- 
правки к ней. Оператор Шредингера 


H--4 & + v(x) 


сходится при Ao к оператору умножения на = 7/7%) 
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Выше уже говорилось, что собственные функции этого операто- 
ра можно нормировать так, что при 4-7 о A, A 
они будут сходиться (как обобщенные функции) к линейным ком- 
бинациям собственных функций оператора умножения на 
v(x) CP - функциям) Cet 3, $2 „4°Иеранер и) 
Перейдем в этом операторе к Sypbe - представлению 
(импульсному представлению), тогда 


Fr ее В) 9) 14) — @4 


Оперстор H в этом представлении будет сходиться к опера- 
тору умножения на P'/s . Собственные функции будут сходить- 
ся к комбинации  S(p-V2i ) и A (p+¥27) 
Обе эти задачи никакого отношения к исходной не имеют. 
Нам нужно получить такое представление оператора А ‚в 
котором квантовые величины переходили бы в классические при 
#-0 В частности, оператор полной энергии HY 
переходил бы в пределе в полную классическую энергию, а не в 
потенциальную, вах в случае (41) или кинетическую в 
случае (42) 
3 Прежде всего обратимся к классической механике. Пусть 
дан уровень знергии и потенциальная энергия 4”). 


Рассмотрим динамическую систему на уровне энергии Е . 
ах. ap. 22 
ar P atv 2х 
2 
i + Vf. x ) = р 
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х 


их. 
Orcmms 7 = 
г. #(Е- м) 


Очевидно, что расстояние 47=7%-% не будет менятся 


при инвариант”бдвиге вдоль траектории. Поэтому возьмем в ка- 
честве инвариантной меры относительно сдвига вдоль траекто- 
рии по времени величину (г. 2% 

У &(£-v¢x)) 
Пусть 2, —  гидьбертово пространство функций om 2” 
с нормой: fi’ = - foi Е # 


ге 7 - полупериод;: “”’= [ee Ste area 

УС 
Точки % и 4» - корни уравнения Е = v(x) 
(точки "поворота" ). „Следовательно 


- J 
Г = f 4¢ | oN a 
Унитарным ны Gy динамической системы бу- 
дет сдвиг по времени: Gy f(t)= f(t+4), 
Соответствующий ему самосопряженный оператор будет иметь 


Bunt = 7 

Пусть u(x) —- ограничена: [№М%)[ $1 ,а Fd, 
При этом уравнение v(t) = EF корней иметь не будет, и 
интегралы в Ly нужно брать от -—го ДО +00 


Введем унитарный оператор $(Е) » отображающий da 
на Л, 
В качестве такого оператора возьмем оператор умножения на 
функцию 


(2(E- wey) “exp feb [far Wx) cle — Е#]} 
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ее 


Пусть f, (x) и A(tJEL,, тогда S (4) #{=) 
a ЗЕД, 


причем oo > 
f S(t) 4 (0) SUbF,(x) Sa [i@hten 


Отсида следует, что действительно оператор S(*)  унн- 
терно отобрехает =, на 4, 
Сператор И в вовом представлении имеет вид 
LVEF oe) £3 
H- = SH S(t) = £- -thge-$ Q "= 7 2 FET 
ux Ябляетя oneparepen  %& 
Таким образом, мы видим, что при 4-0 
в первом приближении оператор И з "квазиклассичво- 
ком" представлении переходит? в полную энергию 2 - 
Во втором приближении оператор И переходит в самю- 
сопряженный оператор классической динамической системы. 
£4¢€ 

Унитарный onepatrop € в квазиклаосичео- 
ком представления имеет вид 

fie £ fsa $ (НЕ я 
де S%o)= я 
2. (- t д. Z у G- в д; Sa)? 


V2 & wx) 


Отсюда в сиду теоремы АЯ т.4 


LHe ef. 
Ре 0 Se ag 
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Таким образом, унитарный оператор Предингера @ ame 
сходится в квазиклассическом представлении к унитёрному 
оператору динамической системы. Кроме того в квазикласси- 
ческом представлении решение уревнения 

th a 2* +=) ф 
может быть представлено в ae теоремы 3. 6 в виде 
асимптотического ряда по степеням А, 


4. Решение уравнения Шредингера 


(А i -- A’ ay +) ф ха)...» 
полученное в $1 (Cu. 472) MORHO получить с помощью теории 
возмущений, если перейти к квазиклассическому представле- 
HED. 

Пусть существует 2 - пераметрическое семейство 
решений 2(%*) (== (@4,..., &)) 
уравнений Ньртона 


gu Qv 2=4.., м 
[4 OX; 


peviTor* , 


re VY -якобианот “ x 2 Cu Meee) АЗЫ 


26%... Tay 
a ee некоторая функция, играющая в механике роль дейст- 
вия, уравнение Шредингера приводится к виду 


«и 
у . | 
of. и. grad 5 poad Poh ¥ 4(¥#) 


Здесь левая часть есть производная по времени вдоль клас- 
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сической траектории. При h =0 решение уравнения бу- 

дет постоянно вдоль классической траектории. В этом представ- 
, Aa 

лении оператор ехр (2 Н ¢) также переходит при А-›2о 


в оператор сдвига здоль классической траектории. Fare следует 
us meepestes 3,8, т. 1 
Если перейти к переменным © и # ‚то 


Y (x,t) = ЕЕ) = © #) 


и уравнение принимает вид 


=, -h и_ 
we ge ¥ д. (У Pint), GY 


bE 
где A, - оператор Лапласа в координатах <. Преобра- 
зование, переводящее (x,t) в P (м) унитар- 
HO, так что р к _ 
Slelae = вии 
ee - го 


Оно осуществляет переход от координатного представления к ква- 
зиклассическому. К уравненю (%3) Mu можем применить 
теорию возмущений. 

Такое представление возможно, вообще говоря, лишь в 
малом (при достаточно малом * ) и то при условии, что 


2 
| Sree | «с 
Подробно на квазиклассиЧеском цредставлении в малом мы оста- 
HOBEMCH в главе 2-ой этой части. 
Из результатов главы 3 будет следовать, что в общем случае 
роль унитарного оператора, отображающего пространство д, 
функций от ©, заданных на лагранжевом многообразии 

Г в пространство Ly функций от < , играет 
введенный там канонический оператор. Таким образом, с помощью 
канонического оператора получается такое представление, в ко- 
тором квантовая механика переходит в классическую в целом, для 


любого времени # . 

[im общего уравнения (16) представление, в ко- 
тором мы получаем решение в виде асимптотического pana по 
creneum Л, мы назовем характеристическим. 


NR ce ae > 
———ы ence 
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ГЛАВА 2. КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР 
$ I. Одномерный случай. 


Ввачале мы изложим существо дела для одномерного случая. 

Мы будем действовать по следующему плану. 

Для построения асимптотических формул, равномерных по 2 
на всей оси „№ , нам придется ввачале сконструировать неко- 
торый оператор, зависящий OT параметра А, ‚ отображеющий про- 
странство функций на заданной кривой Г в фазовой плоско- 
сти р,$ 8 пространство функций на прямой $ . RAR конструк- 
ции этого оператора, названного каноническим, вводится воня- 
тие индекса пути на кривой, и кривая покрывается интервеламы, 
взаимно однозначно проектируемыми Х/ на одну из координатных 
осей ( р или $ ). Вначале канонический оператор опреде- 
ляется локально - для каждого из таких интервалов, а затем с 
помощью разбиения единицы стреится оператор для всей кривой 

Г . Канонический оператор, вообще говоря, зависит? от спосо- 
ба покрытия кривой a ap интервалами и от способа разбиения em- 
ницы. Оказывается, однако, что если кривая не замкнута, то эта 
зависимость проявляется лишь на величинах первого порядка ма- 
лости относительно параметра / . То же справедливо и для замк- 
нутой кривой при условии, что площедь кривой удовлетворяет неко- 
торому соотношению, которое в физической литературе вазывается 
условием квантования Бора. При помощи канонического онератора 


х/ под этим понимается, что проекции являются диффео- 
морфизмами (гладкие взаимно-однозначные отображения с невырок- 
денными якобианами). 


мы выразим известную асимптотику собственной функции стацио- 
нарного уравнения Шредингера, а также асимптотику решения за- 
дачи Коши для временного уравнения Шредингера. Приводимые в 
этом параграфе теоремы являются частным случаем более общих 
теорем, относящихся к случаю произвольного числа измерений. 
Теоремы формулируются в $$ 2-4. 

10. Топологические предложения. 

Рассмотрим ограниченную гладкую несамопересекающуюся 
кривую |” (не обязательно замкнутую) на фазовой плоскости Х/, 
определяемую уравнениями == G(x), р=р(4). Параметр «С 
можно считать, например, длиной дуги, оточитываемой от неко- 
торой фиксированной точки. Точку кривой /”с координатами 
Ge), Pl) будем также обозначать ос . Базовем точки кри- 
вой Г, в которых выполняется условие ag /dd #0 , неосо- 
быми или, более подробно, неособыми относительно операции 
проектирования кривой /” на координатную ось $ пареллель- 
но оси р . Остальные точки назовем особыми, 

Предположим вначале, что множество / особых точек 
конечно и что особые точки таковы, что при переходе через 
них производная 07/ир вдоль /’ меняет знак. Сопо- 
ставим каждой такой точке ~ е /^{ единичный касательный век- 
тор &, в направлении возрастания 44/42 (т.е. в сторо- 
ну положительного значення 4#/&р ). 

Определим индекс пути (/х/а““] С/” с началом в 


неособой точке at и концом в неособой точке a ы 


х/ Точнее, одномерное гладкое подмногообразие (возмох- 


но, открытое). 
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“a 


“Ind Вени] = 0 : 
Pucsa 
Cc 
1 
nd 65,2] =1 рис. 1б. у 
de 
ly 
$9 


Ind 6/3] =3 fuc.dd 


ae ony 


obxed со Capuaertice 9 
Ind @[ы о] =-2 5 posal yacobou стрелки 


Pinger 


следующим образом: если путь проходит ocodyp точку < в 
направлении вектора 2, ‚ то к индексу прибавляется I, 
если в противополокном напразлении - то вычитается I (рис,5). 
Иыдекс цути 9’ а] обозначается символом 
Inet Ф ==]. 

Мы определили, таким образом, индекс пути при некоторых ограни- 
зениах, наложенных на множество M и на точки <’ и <*, 
которые выполняются, когда кривая и путь находятся "в общем 
положении" [691, [4] 

Определим индекс произвольного пути на произвольной кри- 
вой [’, приведя ее и путь в общее положение малым поворотом 
осей по часовой стрелке, Имеет место следующее важное предло- 


жение, доказательство которого почти очевидно из наглядных 
соображений . 


Рассмотрим систему Гамильтона 


g = Haat) b= gpd) | wi; 
Эр 2% 
ме H(9,p,t) - достаточно гладкая функция ово- 
их аргумеатов. Пусть { 9° ), pce) } - несемопересекаюы 
цаяся гледхая кривая [ в фазовой плоскости, и 
0,1) = 91), Бы) = p(t) - решение системы 


{4.1) с вачальными данным 9%), 2’) , лежащими 
за нашей кривой. Функция (52), 041) задают отображе- 
me №, кривой /* в некоторую кривую 7: U, 7 =S%, 
Зсякий дуть [а] переходит при этом в некото- 
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” 


прямой путь 


PrP’ 
прямой nyms 


9 


Рива — 3049, +Inde=Inde 


=p! 
прямой путь 


р=р® 


/ 
прямой путь 


Рис. 68. Ind 9, + ро = Ind в, 0,-{ -индексы путей 6, &, gt. 
Pue. 6. 


рый путь (М. Llat a*] =b fas f*] Ch. 
Спрашивается, как выражается о @ [a'* of *] через 
Эта, Ф[=',“*] 7 Для того чтобы ответить на этот во- 
прос, напомним некоторые определения, относящиеся к решению 
системы (4.4) . 

I) Множество точек G (o? 7) при 2 , меняю- 


(nyTem) 
цемся от 0 no  , называется траекторией & обозначается 


GQ (4% 0,4) 
2) Toma GQ(é5 7) на траектории ° G (&°; 0,4) 
вазывается фокальной, если 90@(</;?)/д«°=0 
3) Пусть OH / 2p* >0 . индексом траектории 
GQ (<°;0Е) назовем число фокальных точек на полуинтервале 
O<?sé (так называемый индекс по Морсу /43//55/ /). 
Имеет место следующее соотношение, которое решает во- 
прос о TOM, как изменяется индекс пути при отобралении [(„: 


Inet 4 [at 9] + Inde @ (ав Qt) = Ina & [19] + 
+ Ind. G 4 ;9 4) (4.2) 


В случае H=p*/2 этот факт имеет простое геомет- 


рическое истолкование. Достаточно рассмотреть малое время 7 
и некоторую окрестность особой точки (т.е. точка, принадле- 
жащей подмногообразию /М). Рассмотрим два случая особых то- 
чек, отвечающих двум направлениям вектора 5. (см. рис. 
6). 

На рис. ба путь = р° проходит через фокальную 
точку. Поэтому индекс пути Q(%,2)=p°T+94 озгё 
равен Г. Как видно из графика, индекс пути 4, Ha Г. 
также равен Г. 
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er ee eee д 


Положим Н = + v(g) ‚ где UG) - дважды 
дифференцируемая функция, тогда для достаточно малого & 
meen: (ot) =“) в +9 (a), Pia, t) & ры)- v'(gta)e 
Произведем сначала деформацию 

Pie PCH), фр“) Tp) оз 
Обозначим образ кривой /” при этой деформации через /7 . 
Теперь оставляя =, постоянным, произведем деформацию 
Papts)-V'(G"(a)) © 0554 & Таким образом, /.’ перехо- 
ДИТ B Г . Но эта последняя деформация, очевидно, не меня- 


ет соотношения (4. a) между индексами. 

2°. Канонический оператор, 

Рассмотрим пространство Lj /H ] функций с 
интегрируемым квадратом по Mepe о на кривой /” со 


значениями в гильбертовом пространстве H и пространство 
Le re Rt Н] функций от 4° с интегрируемым квадратом 
ва прямой -го $ $ 62 со значениями в гильбертовом про- 
странстве HY . Пусть A) неограниченный самосопряженный, 
положительно определенный оператор, причем сео является 
предельной точкой спектра оператора А . 

Нас будут интересовать значения функций из Ls й Li J 
лишь в фактор-пространстве 

$ [7 Н] / DCA) A DE) 

Мы будем рассматривать линейные операторы, с областью 
определения в 5’. 

Рассмотрим случай, когда кривая Г’ взаимно-однознач- 
но проектируется на ось Y . Таким образом, из уравнения 
Y= Gir) находится, k= AG). 


Обозначим через й линейный оператор, определенный 
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на финитных бесконечно-дифференцируемих фучециях YOLEL, [Fh] 


следующим в 
(. +) (x)= i“ ив ee vol Toss Jobo, (3) 
prec 


где 7 - некоторая константа, не зависящая от of ; dl” = 


некоторая точка на кривой aoe 

Пусть теперь кривая Г ве проектируется взаимно-однознач- 
но на прямую ф, но зато взаимно-однозначно проектируется на 
прямую Р . Таким образом, из P= gine следует: &=«{(р). 
В этом случае обозначим через К? оператор, дейст- 


вующий на и следующим suse 
op) 


YM ree no fe ее езр. iA {gap 414] dp, 
АГ в(=о{р) a? (ts 4) 

где 7 - некоторая константа, а f° - некоторая точка 

на Г, в которой 49( &) / ad =O, тнтеграл берется по отрез- 

ку, на которм $[“(Р)] — отлична от нуля. Если < xe 

жит вне отрезка @. оси 9 ‚ на который проектируется носи- 

тель P(A) » то 


(Key) (=) = О (4.41) 


Теперь рассмотрим произвольную кривую /” вышеописанного 
типа. Покроем кривую Г конечным числом открытых интерва- 
лов 52°, чак, чтобы в каждом интервале 52’ выполнялось 
одно из неравенств: либо gle) /Ad #O для всех точек 
интервала, либо 2/2(%) /@% #0 для всех его точек, а 

#4 (я) fae обращается в нуль в некоторой точке. Области 
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первого типа назовем неособыми; области второго типа назовем 
особыми. В неособой области зададим в качестве локальных коор- 
линат $) . В особой области - р@&) . Обозначим через 
> неособую область $ с введенными в ней коорди- 
натами (<) — (неособая локальная карта), а через G2 о = 
особую область 527 с введенными в ней координатами pfx) 
( 527 - особая локальная карта). Пусть о И 
J oe ; = совокупность всех особых карт, 
Леры о - совокупность всех неособых 
карт. Одну из точек a? » принадлежащую особой области 
527 ,в которй  4&9(“//ах =O , назовем центральной 
точкой особой карты № Возьмем произвольную точку ad неосо- 
бой карты > и назовем ее ‚дентральной точкой карты. Co- 
вокупность карт Sev ‚ OF образует атлас г кривой. 
сопоставим действительное число /’ центральной точке 
одной из карт атласа а » эту точку назовем начальной и 
обозначим <° , 

Пусть носитель  функии До) 6 С” чет в обле- 
сти SP? . Определим действие канонического оператора на 
функцию yc) формулой (4 3), если 627 - неособая, 
и формулой (4) ,‚ если 52” - особая, положив в ЭТИХ 
формудах {= а Z Ina Cle} 7977, где r° - не зависящее 
от / число; a ” - центральная точка карты, а 

46 [“° di] - некоторый путь из </° в «//. В общем 
случае можно определить канонический оператор с помощью раз- 
ложения единицы по локальным картам. Обозначим через @ (>), 

c= 1,..., М › разложение единицы. » отвечающее 
покрытию } $ Y компакта © . это означает, что @ бы) 


х/ Scam их несколько, то можно взять любую из HEX. 
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удовлетворяет условиям: I emec” и равно нулю 
вне 42° ‚25 ita) -1 ‚ если KER, : 
Для финитной функции #5) имеем: Yo) = = ea) VC) 
Носитель каждого члена суммы принадлежит лить одной локальной 
карте, поэтому ва каждой Функций L(A) Gla) b= AW 
канонический оператор определен выше. В силу линейности и при 
учете и. 44) MH получим отсюла общий вид канонического 
оператора, действукщего на фивитную функцию Я“). 
Привелем его. 

Пусть  /(%) - совокупность номеров всех тех карт 
атласа 0, которые содержат множество точек, являющееся пе- 
ресечением прямой Я = x и отрезка R cf + Отрезок 
Ю < покрывается конечным числом карт атласа a: 825. 2 

1, В общем случае канонический опе- 
ратор К ‚г имеет вид | 
Соб деи Clee?) 57 


ка, ВИС) = ets [é 


АЛ ЕЛ=) 


AS pa Eat clea] ag | гр Jj , 
.е’ РИ ф[“(4)] + е ae [2 £ [fp] 


ra 
o kk DIE 22 49] 


-Ys iA 
-t gdp 
. | 22 [4] C lla? afp)] ФРУ] др] р (2. 5) 
ыы . Gok 


где { [4 oo <] - некоторые пути из ©° в % -. 
Замечание. В случае, если / | — неограниченная кривая „@ 

A- ¢ ‚ заменяя в формуле (75) YO) ва (мА). Pla), 

где  § (0, A) - бузкция-регуляризатор, равная единице с 
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9 


4 -@< тт, 


‚|042 ее» : 
JO 02 хе: 
423 2< XB 


3 je 22a 
Yla)=4, R=. 
Pue.$a, Amnac 2£ окрувности  9= alose, p=ASind 324.222, Фу -нарты 


$, (a) & @) 


2 Poo es 2 | = 
cS) gag $: 
Рис. 44 Розлошение ефимицы no amnacy {xy : 
3 
2. еы)=1, REC, вы) 0 при EL; 
0 ве 


Puc $. 


Поемение крис. Я. 
Ma рис. 7 кривая /”- окрукность: P= clase 

= asin d, -247 45-Й , концевые‘ значения x отождест- 
влены, 7 Уч) =1. 
Пусть L°=-§ , x-0 , 6/49 4] 
дуга, меньная 27 , взятая в направлении часовой стрел- 
ки от точи -7/х до точки < . Возьмем карты 2: , 
изображенные на рис. 5. Центральные точки карт будут 


o,f 4 _ * __ BH 3 IG 
a: A dta-t, 9 -- Be, ot 


2 


По определению 

Ind 6 [4° L4]=0 , Ind РДУ kt Ja, Ind bles 4111 
Разложение единицы = €- (<), (-4-чпо этим областям име- 

ет вид, изображенный на рис. 56. 

Канонический оператор примененный к {7 в данном случае 


равен 
- at . 
Hod, 1 = tant) exp фоны Bl] 


pes 9 22 


| ee 
exp fi [4 NEAT + Hp) + сбит. 


’ 2 Ix 1 2 yt тай 
expe [2 areceos = а x + It 
(1.5) 


зто выражение совпадает с квазиклассической асимптотикой 
осциллятора (случай (18) при (x) = 2% ) 
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точностью до О (^^) в дебой ограниченной области в 
достаточно быстро стремящаяся в нулю при ©-+е0 (например, 
§ GA) = ezp/-d*exp [- %1} ), мы похучим, что ряды в 
(45) сходятся для щюбой ограниченной функции $5). 
Нетрудно убедиться, что для определенного таким образом кано- 
нического оператора будут справедливы при некоторых огранвче- 
ниях в 5060й ограниченной области все результаты оформулиро- 
ванных нихе теорем. Аналогичное утверкдение справедливо и в 
многомерном случае. 

3° Инвариантность канонического оператора. 

Hyors кривая Г не замкнута. Тогда канонический оператор 
К he не зависит от вида атласа и от способа разбиения 
единицы, т.е. выражения K Ve Pt) для различных атласов 

и pesyeat единицы отличаются лишь не функции 
К 9% „тв Fld) € DEA) 26.) 
Подразумевается, что точка ©” при новом разбжении 
осталась начальной точкой атласа, а значит, осталась централь- 
ной точкой некоторой карты. 
Всли же точка с(=а” не осталась при новом разбие- 
вии центральной точкой карты, а стала принадлежать карте с 
центральной точкой © , fo в качестве начальной точки 
нового атласа должна быть взята какая-либо другая точка, напри- 
ме», of —. Тогда прежний канорический оператор при таком 
новом разбищении равен (49) к, i ‚ где 
7-7-Е Inde SLA, at? му. 
я кривая г замкнута, то sents ский оператор 
hye ве зависит от способа разбжения адиницы, BO за- 
висит, вообще говоря, от выбора путей 4 [oe 5 “] из 
вачальной точки в центральные точки карт. 
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В этом случае для того чтобы канонический оператор 
it не зависел от выбора канонического атласа и пу- 
£ [f° ==] , необходимо и достаточно, чтобы точки 
сиектра ото А удовлетворяли соотновению 
16:2 :е(#) (#6) 

Заметим, что если ть A=1/h —, то эта формула совпа- 
дает по форме с известной в физической литературе формулой 
квантования Бора, 

Замечание относительно начальной точки атласа остается в 
силе и для случая замкнутой кривой. 

Условие (4%) ‚ а, следовательно, и инвариантность 
канонического оператора, сохраняется при преобразовании, сохра- 
няющем площадь (каноническом преобразовании). 

4°, Квазиклассическая асимптотика. 

I. Рассмотрим на прямой задачу на собственные значения 
a Jy " УВ (м) Y¥=0, (бер =А - уб&) ) (CED) 
me @(x) € ©”, © (t 0) =-00 при условии Де <0 
Рассмотрим в фазовой плоскости / » $ (1.7а} 
кривую 2/2 -0(9)=0, 1Ёзвестнолго собственные значения У=у, 
задачи  (70)-й?) будут удовлетворять условию (6).Ё833.Ё76] 
Рассмотрим уравнение Шредингера 
+ Их) 4 AY; J yrde < оо (48) 
При произвольном (5) Е С”, таком, что (+29) = 
—=о имеет место следующее предложение. 
) Пусть Г» = (%. (=), Palo) } - последователь- 
ность замкнутых кривых, удовлетворяющих уравненвям 


dp. _ 20 : 
fGen, 4. - Ube; Bee ИС) = Er › 


re Д.С [4], A470 - зависящее от A множество, 
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определяемое условеи  Фра4=4п(п1+#)Д. 
Существует зависящий от А набор собственных значений А =Л„, 
уравнения (7.5) в пространстве “z на прямой, такой что 


d= En 2006), I Ya Ка |] 2004), We $ 


—собственные функцив, отвечающие An 
Выписанная здесь асимптотика сводится к общеизвестной с 
помощью формул, приведенных в [744)7 
Приведенная нами запись первого члена асимптотики соб- 
ственной функции в определенном смысле инварианта относитель- 
но перехода к P - представлению. 
2, Относительно решения задачи Коши для уравнения Шре- 
дингера (7.6)ra.d справедливо следующее предложение: 
Пусть фувкиия 250 Е С°, Priject . 
Решенне ‹( x,t) уравнения (rad, удовлетворяющее 
начальному условию 


Изо) = К, Ye) Г.Р OD 


змеет вид 


A? 
biz?) = he YL) + % (x,t) @ 10) 
Г =f 948» 2648) 


где @Q(4,6), P(4,6) - решение задачи Коши для системы 
уразнений Гамильтона 


MQUME) = PAY Q(4o)=9%t)  @9 


ры) ЗСО pas - РС), 
Г t ftakes- бит) -$24968} 
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Sl =, Gore — 0 . 


Мы видим, таким образом, что решение уравнения (6) в 
любой момент времени ¢ принадлежит с точностью до функций 
2,(х,*) одному и тому же классу функций вида 


Ke ф(ы) ? 


где Ра и Г переменны. Это означает, что условие инвариант- 
ности в определении класса К (см. $ 2 гл. Г) выполнено. 
Принцип соответствия также будет выполнен для решений 


такого вида. 
3 следствие. Пусть носитель К функции 96%) доста- 


точно мел: Ю =1%- $4 scot J и выполнены все условия 


предыдущего предложения. Тогда, если образ R на Г. ’ 


обозначаемый R, » состоит из неособых точек, то 
СР ах АЯ (ek) det 
AA) ER, 


и стремится к нулю вне этой области. 
Если же R, ae принадлежит особой карте, то 


ИФ!” AP ai (4) bol 


A(PER 
и стремится к нулю вне этой области. 
‚ Это означает, что интеграл от yt либо в < , 


` жибо в Р - представлении ведет себя при 4-70 ax клас- 
сичебкая вероятность _){^ (9) = | оставаясь в пределе 
постоянной вдоль классических траекторий. Аналогично можно по- 
казать, что все квантовомеханические величины в пределе при 
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1 


\ 


40 переходят в классические, т.е. принцип соответ- 
ствия выполняется. Таким образом, все условия, требуемые в 
$ % пр б гл. г. от класса K , выполнены для 


Ko ” (=) PCA), 


Wor 

Таким образом, мы получаем переход в классическую меха- 
нику в любой точке % ¢ . Значит, предельный переход сущест- 
‘ye? и в фокальных точках (точках поворота), только в этих 
точках { - функцию нужно рассматривать в р - птедстав- 
лении. Заметим, что в физической литературе (например, в из- 
вестной книге Л.Ландау и Е.Лифиица "Квантовая механика" утверх- 
дается, что в точках поворота нарушается условие квазиклассич- 
ности", и при 4-0 вблизи этих точек нет перехода в 
классическую механику. Аналогичные утверждения делаются в фи- 
зической литературе относительно. перехода из волновой опти- 
ки в геометрическую вблизи фокуса [/37,[8 1, a]. 

На самом деле, как мы видим (и увидим далее в много- 
мерном случае) переход в классическую механику (а аналогично 
и в геометрическую оптику) совершается в любой точке. Чтобы в 
этом убедиться, нужно лишь перейти к соответствующему представ- 
лению YW - функции. 

5°. Асимптотические ряды. 

Поскольку в дальнейшем будет речь всегда итти об асимпто- 
тических рядах, то и знак равенства мы условимся понимать в не- 
котором "асимптотическом" смысле, который мы сейчас определим. 

Мы будем говорить, что функция F(x, €) со значения- 
м в Н эквивалентна нулю, если для любых целых N,, № и 


Жо бпш АМТ DT г) 


ox 2% 
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ограничена по норме в H равномерно по 

x ER”, ЧЕ [1-5,4+Е], ЕО. 
Мы отохдествим между собой функции, разность между которыми 
эквивалентна нулю. 

Таким образом, функции or Х и & факторизуются по 
подпространству функций, имеющих бесконечное число ограничен- 
ных производных и принадлеяащих D(A”). Mu будем pac- 
сматривать также функции со значениями в банаховом и счетно- 
нормированном пространстве. И в этом случае осуществляется 
такая же факторизация, т.е. функции, принадлехащие D(A ”) 
при любом V и бесконечно дифференцируемые, полагактся экви- 
залентными нулю. ! 


что все равенства, которые в нейшем 6: 


Далее, если мы говорим, что функция f(x 4,4) H 

pas дифференцируема, то это значит, что все её М производ» 
ных ю 9,8 ограничены пи А-0 =, Если (x44) © 
функция со значениями в банаховом (или счетно-нормированном ) 
пространстве, то // - кратная дифференцируемость фиувкции оз- 
начает, что ее “/ производных ограничены по норме в этом 
пространстве (или соответственно ограничены все нормы счетно- 
нормированного пространства) равномерно по 4 при 4-0 

Рассмотрим функцию от © ET и A: € “(%4) 

в окрестности точки 4=0 » принадлекащую С “(= d) 
Иначе говоря, 
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2 юр 2 в (4 +04“) в 


Czaraemoe O(A™)  озвачает, что ваписанные ряды асимпто- 
тические щи 4-0. Пусть далее ©‘(>,2)-2 (ot), 

= dy MW ‚тде ©‘) ` Е DEES ee 
единицы по атласу H . Заменим теперь в выражении Ke ow Pla) 
функцию ©°(%) ma @“(4А) . Получается семейство опе- 
раторов, зависящих от €'(%4) . мы будем их обозначать 
через 


ad? гри ue? 
K | Vv ie 


, Jere 
ГА, А 9 СА 


Таким образом, запись ky A p+) 
He определяет вида € “(d,A) щи = A#O . Заметим» 
что два члена указанного семейства равны, вообще говоря, лишь 
с точностью до «=O A). 
~ o Fe ° 
Kei OCA) = Kye, te) [44 O€4)] 
oo, f° 
Аналогачным образом определяется оператор А.Г 
где A ~ положительно определенныйоператор, Ю, - его 
резольвента (/-2Р)”” . В этом случае в формулах 
(1.13) надо заменить A вв №». 

При этом & (>, hk) и все их производные по of 
будут ограниченными операторами в. // | зависящими от па- 
раметра & , 

Аналогично, ecm Pot) - функция со значениями 
в счетно-вормированном пространстве, которое является пере- 
сечением баваховых пространств @,-- м.» 8;.,& Bi , 
а A - оператор, удовлетворяющий в каждом из этих пространств 
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условиям пункта4*%{ гл. Т, ro € (%, Rs) ‚ те 
А, =(А- =)" ‚ являются непрерывными операторами в 
в”, причем 2‘(о.0) - числовые функции, звляющиеся 
элементами разложения единицы. 
6° Квазиклассическая асимптотика решения захачи Коши. 
Пусть И ЕС”, $) ЕС” — ифимитна, а реше 
me (x,t) уравнения Bpexumrepa 


ih 34 - -[-E +] = “HY G4) 


удовлетворяет начальному условию 


(хо) = Е. фм), (4.44)' 
Тогда hx, t) een: в виде 


Y (a, #) = Kio и ytd), Fz ={Q. 04,8), Prat) } 448) 


me ['-Г, ^9-=Р, P--BF + 
у-7- 2204 aioe ff PB" работаем 


6.1. Примеры. Мы теперь покажем, какой имеет BEX в кои- 
кретных случаях выписанная выше асимитотика решения ypaBHe- 
ния Шредингера. 

Предположим, что начальное условие для уравнения 

(4.44) имеет mx 


фе) =plx) exp [£ fee], (4.46) 


где Y(x) - финитная функция с носителем [-/, 4 /, 
f(x) Е©*, FlO)=0, начальное условше (416) есть 
условие вида = (7.14) пи [= {Gea 2“); «р 
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ole [-1-Е, 1181, £70, 4°-9 “0, 
Канонический атлас состоит из одной неособой карты, 2“ <, А) =. 
при -1 sods, 
Пусть пересечение пряюй 9-Х с кривой / = 
4G (x,t), Ри} при всех LE (L/S Г) 
не содержит особых точек, тогда оно состоит лишь из конечно- 
го числа точек о/’...,0( <. Пусть 9’ - индекс пу- 


ти G(A4;0%) ‚ т.е. число нулей функции 28 (а) 
© - 


пи 052, $(&% 8) - решение уравнения 


dt ‘9 277? ; 
удовлетворяющее условию  S( «4 O)=f(o%) . поскольку 
$) = Spay x 
6164] 


1 
Slat): [ра Si oe [G60] } are 


£ 
- [1 RAD) _ yf Qlor),t] fae 4 S Pep 
6 Ям EL 64) 
то решение можно записать в виде 
0G c.f =e ih Slots (x,t}4] 
53 Oe} | е 
+ APiat A), 
re (x,t 4) ограничена при A—O в окрестности 
точки xe! 


к ung? , 
=, @ * в) 
Plit=2, 2” 916+ вв) 


Этот результат может быть сформулирован еще двумя различными 
способами. 

4), Пусть точка (x, t) не является фокальной ни для 
одной из экстремалей функциона. 
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a эс. x 
(= t 
Й } 
( st) ( 
a, 6) 4 
y re 


A(x x x 
1 it) 
р a 
ul 4) 
я 
; se ,t) 
м 
аходя 
т 
ся 
чз 
gpab 
чен 
я а 
(a #) 
jt/2x- 
2 


Puc, 8 


at. т 
$9) =#09%) + J ee нора , GH) 
9° 


т.е. все решения задачи 


. CGE) 
LO 99 6-19) 
4-8) =4£'T9(0)] , tax 
удовлетворяют условию AG(0) Jd ze, 
Тогда задача (4 19) имеет лишь конечное число решений 


#(5),.. eo o< tet 
о ит) 
чер 6 pla с Gee" + Od), 
i , (7.20) 


me фу - число фокальных точек на пути 9, (T. 
пи oO<7s ft, 

2) Предположим, что решение уравнения д Xx =- BE(X it) 
удовлетворяет условиям: 


Хх) №, pX(0)= GL (re). 


Рассмотрим множество М (x) решений уравнения 
XN (et) ex: Bem M(x) не содержит Фокальных то- 


о 
чек, (т.е, точек, в которых 2х (ae) =O ), то оно со- 
о 
/ к 
стоит лишь из конечного числа точек Фе...) Ч ‚ ко- 


торые являются функциями от X и Ё: Loe Xo (Ey te BUY 
(см. рис. 8  ). Пусть gs - индекс пути X (4 Oe), 
т.е, число нулей производной 2x Иж.) при os 7sé, 
S(%,4) - репение урвзнений: ИЗ/ ИЕ = AX - “CX, #) 


при условии (9%, 0) = (4%) . Тогда 
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РЕ 

2 Г th Slice, #),t) 

Yeas Е [ке] BK (3; (a8) ae * 
Jet 


+O) 4.29 


Пусть теперь пересечение прямй 4-Х’ и кривой 
Г, 1948) Р&#)} есть отрезок pispspP". —бледователь- 
но, для РЕ{Р-Е, pre } из Pw t)=p получаем 


dead (pt) . Тогда решение YC x, Е) представим в 
4 “fa 
me ВЫ d Praga 
Pe AS i (реке м-р), 8] | Sete 
у (x,t) ЕН 2 p} , } da 


‚вр 1 S[a(p,t), a} dp+vh Ф(х%Ю, 6.22) 


где F(p) - гладкая функция, равная I при Р'=р <p" 
и нулю вне р 2 sps pee, 0 равно числу фокальных точек 
на какой-либо траектории O(“(p,t);0,¢) при pele; P'd, 

a (x,44) равномерно ограничена пи A-?0 8 oxpect- 
ности точки 22! 

Заметим, что если р=р* » а точка Gre! - 0со- 
бая, то интеграл (4:2 2} можно легко упростить, раз- 
ложив подинтегральное выражение в ряд в окрестности точки 

pe р’ и ограничившись первыми членами (см. [$941 ). 


4°. Асимптотика решения системы уравнений, 

I. В общем случае модно считать, что функция А“) на 
многообразии Г есть суммируемая по Бохнеру функция со значе- 
ниями в банаховом пространстве 8 . (Впрочем, во всех конкрет- 
ных случаях табл. Г Ф (<) есть просто вектор-функция, 
т.е. В - конечномерно). 
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В качестве примера рассмютрим уравнение 
; #2 2“ 
р-н SE hh (к, 6) + 17,6), (1.23) 


rue Ю(х,5) - ограниченная бесконечно дифференцируе- 
mag 1х? матрица, 2^(х,ё) ЕС”. 
Пусть 


ф(х,о) = -Ko Ya) Cla), (424) 


2 wat 
гле (<) - финитная суммируемая функция, а 
Cet) =$L, (4)... 6, (4)} вектор бункция, |205) |=. 
Тогла й 
na? EfRQ(42,t Jade 

t= ° (at), (4.25) 
YC ) Ки P(t) € te ) ; 


é 
где выражение @ éf RG (0,2) t Jae 
обозначает буикцию = — f (0,6) co значениями в 2, 
уловлетворяющую уравнению: 
= “ 2 = в [9 < tht] ft), До =есЕВ, (426) 


R8,P onpedeuense # npedetdyesedd meopese, a 


= -— i Sf pleas 2) - (9 ey t)pde-F ло Bia? o¢) 


8°. Поведение еше: гиперболического 
уравнения. 

I. Для того чтобы получить асимптотическое разложение раз- 
рыва решения гиперболического уравнения, нам необходимо опре- 
делить канонический оператор K on для случая, когла 

2 


оператор Д равен = (см, п. 6° $ Т, гл. Т), т.е. 


не является положительно определенным. 
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Рассмотрим теперь случай, когда оператор А отри- 

цательно eae B м случае полагаем 
Re r= к * -А,Г 
Если оператор A не является полуопределенным, то разло- 
жим пространство Н на сумму Н-Н*+Н” таких, что 
сужение оператора А ва Н a есть неотрицательно оп- 
ределенный оператор A’ ‚ а сужение oneparopa"A на Ae. 
He OTPLYATENBHO определенный оператор A ча 
Пусть Ya) =") fly one 
фе нН*, YPIA)GH, 

По определению поломим 


%a° 2”. 
ue Pla) = Ki, : a Kin POD, 


Например, когда А=ё o - оператор в пространстве 
Hz dy [-©9 oJ функций от TC y a прямая 2-0, 
Yla) =O )KQ),20 oUt) = o5 (2) + 27) cee 

0; () = feds, al (r)= a(t) 
Поэтому 


a 4g) lt) =a fle) ke © “г 


2. Перейдем теперь к изучению поведения разрыва peme- 
ния гиперболического уравнения. 


Рассмотрим решевие u(x, ¥,t) уравнения 
Qu an 2*и 4. AF 
Pers ~C” (x,t ) ee ee Lg 291 ) =O @ ы 


х/ 06 обобщенных функциях см. [22, 1)] 
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уговлетворяющее условиям 

u(x, 4,6) = (4-4) 4 (=) м, (x, %0)=0 G28) 
Пусть коэффициенты уравнения достаточно гледки, J. x). 
финитна и имеет компактный носитель, Положим A = CY dy - 
Тогда А - характеристическое уравнение имеет вид 


23 \*% £ 25 \% 
(52. -с (#4) (25 +1) =0 
Оно распапаетсяна два уравнения 
у у У 
39 (-1 Е 25 7 
ov (- 0) C(x 4) (2) +4 И 12 
Пусть Qe, prt bt), $8), vere 


решения систем 


precy BH 9-Я Haclga (PT 


(129) 
Y у / У e(gt 
a5” -)"[H-p'H,] =Cy SAE 
dt р 
уговлетворяющие условиям 
g(a) = o , piles=o , $’ =O 
Решение задачи (4.27) ~ (1,28) можно представить в виде 
2 ve 
ор) = 2 Key Pla) OC Y- fo) «Рич, 2), 
y=; 39° И и 
где F(x, ¥,t) - ограниченная функция, а Г. ; 
Vr42 4 есть многообразие §=pP=0 г’, И=12 - 


соответственно сдвинутое многообрезие P= вдоль траекто- 
рий системы (4.29) , gt) z $ (Е) of i Tael Q LAS ot} 
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Далее, если точка хе не является фокальной ни 
у О 
для одной из траекторий G °(56 ot), V=h2 , то сущест- 


вует конечное число решений of у (м), fed К : 
уравнения у 
Q (> t) = x, 
и решение U(x, Ч, Е) может быть представлено в виде 
м 


(144) =; 2. pe 2 ё ч. 2(9-% 
de 6) 
+ F(x 5%), 
те 948 - ограниченная функция. 


Таким образом, мы видим, что если число фокальных точек на 
(а; ot) 

траектории Q vied нечетно, то разрыв решения 

имеет вид полюса первого порядка, если же число фокальных то- 

чек четно, то разрыв имеет вид Go функции. 


$ 2._Многомерный случай. 


Многомерный случай мы будем исследовать по тому же плану, 


что и одномерный. 
+0 


iy, Топологические предложения. 

I. Мы будем рассматривать гладкую /.-мерную поверх- 
ность @=9(4), ря), a= o4,..., fm в м. -мерном 
фазовом пространстве 7 yam, точнее, гладкое ^ -мер- 
ное подмногообразие (возможно, открытое) ie ={9( a), Pla) $ 


дл -мерного евклидова пространства, для которого выполняется ус- 
.гловие (2.2)14.4 в каждой локальной системе координат ©. Такую 
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поверхвость мы будем называть хагранжевым подмногообразием й . 
Условие (9)^4 означает, что f$ pay на /" локально не 
зависит от пути. 

Множество M многообразия Г » удовлетворяющее условию 
Dg/Da -О (как обычно, 2+ /04 обозначает 
alet 194: / dell ) называется особым, Х/ 

Лагранхево подмногообравие [ef gi), pla) $ обладает 
замечательным свойством, которое позволяет обобщить понятие 
канонического оператора на многомерный случай, Это свойство 
выражается следующей хеммой о локальных координатах. 

Лемма 9.4 

Для любой точки  ©(° ва легранжевом подмногообра- 
sau /’ существует поворот осей g =Ay, P= Ap, 
такой что некоторая окрестность точки @/° — взаимно-одно- 
значно проектируется на одну из / -мерных координатных плос- 
костей вида $. =, =... = 2 Paw ж...= А. =о 
Вяметим, что преобразование вида # =Аф, Р “Ap; Ga 4) 


где А - унитарная матрица, является каноническим. Напомним, 
что каноническим преобразованием является такое преобразование, 


yenobuel?.2) 2.1 
которое оставляет инвариантныме 


Координаты вида $,.., р. 4... › в которых Dy, / Dato 
будем называть фокальными координатами точки сё . Например, 
в двумерном случае утверждение леммы означает, что 


х/ относительно проектирования на плоскость Д=О. (84,1)] 


11419 
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Foys 
9, 
Рис. 9a. 
92 

Oe 

Ve 
Pue. 96 
Puc. 9 


если ранг 24: [Daj | равен нулю, то det | gee Il #0. 

Bom же ранг || 09, / 2% | равен I, и wiuipuegenacae Г 

нахолится в общем положении [4] —, то проекция подмногооб- 

разия особенностей М на плоскость 4 может иметь вид кривой 
{Г , изображенный на рис. Jan 96. „В этом случае 

$, ортоговально | ‚а 7, направлено по касательной 

к PY . Утверждение леммы в данном случае означает, что отобра- 

жение окрестности точки «© €/ на плоскость > 

взаимно однозначно. 

2. Эта лемма может быть использована при выборе локаль- 
ных координат (локальных карт лагранжева подмногообразия). 
ПЕ, рии паче пой SST A 
нат’всегда вместо ©4,...) on братБ wy Per Yury; 9. 
(ля произвольного подмногообразия это не имеет места), Всякий 
компакт на подмногообразии /” мы оможем покрыть конечным чис- 
лом областей, каддая из которых взаимнооднозначно проектирует- 
ся на одну из коорлинатных плоскостей вида ыы ‚В, Parry Pa 
B ‚ качестве локальных | координат в такой области. примем 
Dos „ре, Fury) Fn — (доквльная карта Si, ). В каждой 


локальной карте к существует точка, в которой 
oe o~ 
DP ey Oe bet A 
Ba; ae, 


(При K=9 oo любая точка карты). 

Выбрав произвольно одну из таких точек, назовем ее центром 
локальной карты. Система локальных карт такого вида, покры- 
вакщих компакт Ю — ,‚ составляют канонический атлас 


компакта R . Множество центральных точек обозначим через $. 


2 . 
Назовем точки, в которых якобиан Я a НИИ } FO, 
деи Ome 
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неособыми, зак ке как и карты, у которых “=O . Остальные 
точки и карты назовем особыми. 

Введем нидекс ти [“*=“] па лагранжевом 
многообразии . 

Рассмртрим лагранжево многообразие в общем положении от- 
носительно проектирования вдоль координат / . Оказывается, что 
в этом случае подмногообразие особенностей M имеет размер- 
ность не более /-1 , и ранг матрицы {| 29: (©) Идо, Il 
при A ЕМ меные 7-1 
лишь для размерности, меньшей Х/ М-2. 

Фиксируем точку © oe NM .  Произведем канонический пово- 
рот вида (9.1) и в качестве локальных координат будем 
рассматривать ее фокальные координаты Po 9. wy Bn г 

Иначе говоря, мы возьмем каноническую карту с центром в 
rome %° . Таким образом, докально G-2 (В), № 
на подмногообразии. Проведем в этой точке, единичный вектор € , 
касательный к многообразию параллельно р » в направлении 
возрастаия 2#/0Р ‚т.е, изменения 2% /ЭА от 
отрицательных значений к положительным. Заметим, что в общем 


х/ Если ранг матрицы 199.) 12m | равен 2-% , то 
из / 1 / следует, что aim М=п-1 a если /” находится в об- 
щем положении. В доказательстве теорем, однако, используется 
лишь тот факт, что Ain М<п- « Все остальные свойства пед- 
многообразия в общем положении используются лишь для иллюстра- 
ции. 
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положении / 1 / производная 27, /3Р будет менять 
знак Х/ вдоль G, ‚ при переходе через ©“°, 

Таким образом получаем нормальное поле ha пожмногообра- 
om М. 

Пусть точки ©’ и of” - иеособые. В качестве ин- 
декса (одномерного) пути =~ faye] мы будем брать индекс 
пересечения этого пути с подмногообразием /М. Таким образом, 
если путь пересекает подмногообразие MM в направлении 
вектора @ , то значение инцекса пути увеличивается на едини- 
цу. Если xe он пересекает M в противоположном направлении, 
то значение индекса пути уменьшается на единицу. 

Мы введем сейчас другое определение индекса пути, кото- 
рое использует лишь тот факт, что в общем положении размерность 
М ве превосходит 1-4. 

Пусть точ 9’ и © * , принадлежащие одной и той xe 
карте S2x , являются неособыми. Мы определим индекс пути 
$14',“*] — как разность индекса инерции метра 


В, -|22 jou (Sey, 1 5к 


BTOUE f= of! и индекса инерции той xe матрицы 
в точке х-о*. 


х/ На этот факт и на возможность в связи с этим ввести 
простую геометрическую интерпретацию индекса пути мне ука- 
зали Аносов Д. и Новиков С. 
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Индекс пути L [зо a ‚ если © ре центральная 
точка карты SP! ya =’ 8 неособая точка этой карты, 
равен индексу инерции матрицы Bx в точке ©’. a 

Теорема 2.7 net Elo je"), me @ Гы," С Ske, 
не зависит от карты И ‚ те. если £ [м а" 


t и 
принадлежит одновременно Gre. ‚ Aud - неособые, то 


Ind. B, (4!) - Incl Васи") Inet Вы) дна Вы вы) (24) 


Произвольный путь 7. [а j & "J можно покрыть картами. В 
каждой карте определен индекс отрезка пути х/ Индекс 
Ll «,%"] определяется в силу адлитивности индекса. Из 
теоремыдТ следует, что rol CL) o"] не зависит от пок- 
рытия и не меняется при непрерывной деформации пути f Lol cot" 
зпуть €Leé56"J ‚т.е. Arb 211" ] является 
гомотопическим инвариантом. 

Теорема 2.2. Индекс одномерного цикла есть пелочисленный 
инвариант инфинитизимельных канонических преобразований 

Пусть G(t), P(4)  - решение системы Гамильтона 
9 = Hp, р= - бу ‚ удовлетворяющее условию: 9(0)= g(t), 
рее) = peli), me 9 °(“), p°(“) определяют лаграннево 
подмеогообразие /”. Обозначим f(t)? Glot), Pl и) Pla,4) 


х/ При условии, что подмногообразие особенностей имеет 
размерность меньшую, чем № , например, многообразие Г на- 
ходится в общем положении по отношению к проекции. Этого доста- 
точно, поскольку общего положения можно достичь сколь угодно 
малым каноническим поворотом. 
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Подмногообразие /7 =] G &,t), Pat) 5 ‚ тде + duncaposa- 
но, является лагранжевым подмногообразием фазового простран- 
ства. Всякий путь ФГ! "] С!” отобразится на путь 

$. Г“, %"] С Г... определим индекс траектории О, 44). 
Предположим вназале, что форма | рн Hp. р. =, 2, строго 
положительна. Известно, что в этом случае число нулей якобиана 

Оби) при O<-Tsé с учетом их кратности ко- 
нечно. Это число мы будем называть индексом траектории 

Qt4,0, Е) (индекс по Морсу). 
Мы введем индекс пути и для произвольного гамильтониана Н р 
не удовлетворяющего условию 2 Hp. р; 2. By 20 
Рассмотрим & Я 1+1 ~ tepzom пространстве PGE 

Nil = мерную пленку R, ‚ являющуюся объеди- 

нением семейства Я -мерных многообразий Г. при 2’, меняю- 
щемся от О до @. В каждой точке пленки R, в силу леммы не- 
вырождена некоторая матрица типа В. Поэтому мы можем 
покрыть пленну Re. каноническими картами $2, размер- 
ности и+1 . Мы определим индекс одномерного пути, ле- 
хащего в пленке, в том числе и индекс траекторий (5; 0&). 
Рассмотрим отрезок пути 61 =, ia 2] ‚ целиком принадле- 
жащий одной канонической карте Gey с локальными канони- 
ческими коорлинатами ды > концы которого являются неособы- 
ми точками. Аналогично тому, как это было сделано для лагранке- 
ва многообразия определим индекс пути Я yoy 
разность индексов инерции матрицы В, , взятых последова- 
тельно в точках & и o” . Аналогично предыдущему определяет- 
ся центральная точка карты и индекс пути ha @ [ых ›9* ] , 
где © 2 - неособая точка и, ae - центральная точка, 
как индекс инерции матрицы By в точе * , 
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Доказательство теорем об инвариантности будет дено в гла- 
ве . Tam же мы определим индекс пути, соединяющего произволь- 
ные две точки Of! и < Bs Для пленки имеет место аналог теоре- 
мыаТ,и индекс любого пути в Re определяется в силу адди- 
THBHOCTH. 

Мы докажем » Что в случае, когда путь есть траектория 

0 (=; 3) и условие 2s pp. 2) 70 пы % #0 
выполнено, так определенный: индекс совпадает с индексом по Mop- 
су. 

20. Определение канонического оператора. 

Пусть на лагранжевом многообразии Г задана финитная функ- 
ma (4) ЕС” OO значениями в гильбертовом пространст- 
ве, носитель которой есть некоторый компакт R . Обозначим сно- 
ва через @(>) nace, зквивалентный #(>) 8B фактор- 
пространстве $ . Обозначим через aH канонический атлас, 
отвечающий конечному покрытию t S2 } ae 
компакта Ю , auepes 2‘), C84,..,M 
разложение единицы, отвечающее покрытию [52 “f : 

(e{lt) EC”, ©) Oded пи KER, CIO | 
пи &é SP’ = Напомним, что локальной карте err 
отвечает o= а'(й.) ‚ где Ye =p, si se pe ae py 
Обозначим через 7 ( a) некоторую меру на многообразии i ‚а 
uepes Гб“) / 29% производную от нее по мере 

ар .. ape ay,,,- 4g, . В частности, если на Г’ можно вве- 
сти глобальные координаты © , то можно положить, например, 


O(a) = Aol... Ча, ul Dow) / О-о = 124 | 
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Обозначим через «. центральную точку карты 0’ a одну из 
центральных точек назовем начальной и обозначим of? , 

Обозначим Через f(x) совокупность номеров всех тех карт 
атласа 9% , которые содержат точки плоскости g=x. бут А 
самосопряженный положительно определенный saconpaaneeneet гиль- 
бертовом пространстве H, “ - фактор-иростронство LyC,4)/ Dt), 
5’ - фактор пространство [, (87A)/O2 MOA) Определим канонический 
оператор к. ua 5 BS‘. Jeor оперетор мошно рессизтривать 
также, как ао из L,(CH) (аросгренство оункции с интегри- 
руемьм квадратом на /” со значениями # Л) 6 актор иоосар ноево 
S$’. иными словами, мы ‚определяем к, “$0, Gwe lives с точности 


Pyan 
до anppepeuuupyemux п инадложацих ил, 


+ 7 
К, „ #40) = els е к Cla? ah] Фе 


J Е) | a y | 
! (23) 
-[Dior/ Dg | “exp {il [Fa - Ра АХ} "АУ 


26:19.) 
Pe преобразование типа Фурье по первым & переменным г 
’ sen этим ped ek aa с носителем К , т.е. 
$" $9.) = ofa fe ae ‘ % o(5, дону Pda Be 
а *7- некоторая ме функция оператора А. 
В сдучае отрицательно определенного А no опрзэделению полагаем 
Kin комал. COrPIM. Kin (2.4) 
воли оператор А не явллется знакооиределенным и д” существу- 
ет, TO поступаем согласно пункту 1,30 гл. ax/ . 
Теорема 2.3. ave 


? 
Для того, ч:обы канонический оператор К ar HC зависел 


от выбора канонического атлоса, путей 2 lao, 37 


В следующей! теореме” одно рассматригеть вместо ггльбертова 
a прост НеНН она ть, В и опезатор А, облз- 

gan свойствами, ‚3) а ‘сленными в 5 Г глевы One? 

Если обладает нии ve, = определнеч К 
формулой (2.+), зсли НЕК 8) 53) B- BO, oat м 
причем в 5° опера 290 4 cae CBO тая Г).2),3), ав В 
свойствами, 1),2а),3), то "Ka определяется соглесно . 
пунету 1,3, Гл. 8. 
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и от способа разбиения единицы, необходимо и достаточно, 
чтобы для точек спектра Л оператора A выполнялись 
соотношения Х/ 


2 $ pag 4 р, (mod 4)* ОС), ве 


где интеграл берется по к - тому базисному циклу под- 
многообразия /” , ©, - индекс этого цикла, XX, = одно- 
мерное число Бетти подмногообразия о 

Заметим, что условия (2.5) накладывают ограничения на 
значения величин ly = Ppag. При “22 для су- 
ществования такого A , чтобы BUNOZHAOCE (2.5), достаточ- 
на несоизмеримость 7, и 7, . 

Поскольку $, peg и 4 инвариантны относительно 
канонических преобразований, то, очевидно, указанное свойст- 
во оператора oe также сохраняется при канонических 
преобразованиях. 

Если начальную точку «/” атхаса заменить Ha точку @ ” 
и een величину {) заменить на 

tare [pas - F Inch Cla’ X°] _» то каво- 
нический ойбратор ие: неизменным. Pe 

Замечание. Для получения значений выражения к, с FH) 
в окрестности точки t= < удобно пользоваться следую- 
щим специальным атласом (2). 

Пусть пересечение плоскости 9 = = и / состоит 
из конечного числа точек o ‘(= ), =4,..,4,. Выберем атлас 


у 


х/ Символ € (oo 4) означает любое число вида 2442, 
где = целое. 
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#. (Z) так, чтобы каждая из этих точек была центральной 


точкой некоторой карты : (£ ) . 

Канонический оператор, отвечающий атласу H¢ =) 
в окрестности точки = будет состоять из суммы 69 
членов. 


Заметим далее, что при выполнении условий (4. 5) ~ 


#4° 7, a = » x 
Kin l= Ky, Plo) Ff Ind Clagdejeg frog 


Условия (4.5) независимости оператора Ki 
от вида канонического атласа в пространстве S в силу тео- 
ремы 2.4 и инвариантности we сохраняются при сдвиге 
вдоль траекторий динамической системы Гамильтона: fa i . М 
будем всегда полагать, что К, не зависит от разбие- 
ния на канонические карты в пространстве S , T.e., что 
соотношения (9-5) выполнены. 
Пусть теперь P(t), “ЕГ , является бесконечно 
дифференцируемой функцией of 
со значениями в некотором счетно-нормированном пространстве. 
Рассмотрим линейные непрерывные операторы @! (0th) , 
AEP, АЕ (01), в этом пространстве, зависящие от пара- 
метров 4 и А „жа также от пути Cll M7 и беско- 
нечно лифференцируемые по of mn № щи А=0 ‚т.е. пред- 


положим, что выполняются соотношения вида (4.13) Пусть 

при h=o ‚ Эти операторы обращаются в финитные числовые 
t с 

функции: € (,0)=@ (“) ‚ которые являются элемента- 


мя разложения единицы по атласу H . ele 
Подобно п.5” $ Г заменим в операторе K A - фувк- 
2 
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ция @'(a) ва операторы е‘(«,@,) . Мы получим 

nee a 5 р 
семейство операторов K Ала, › К Anes ? К A 
зависящих от @ (4,P,). 


Теорема 2.4 
Пубть легранжеву подиногообразию [” сопоставлен 


канонический атлас at с начальной точкой f° и 


некоторый оператор , Пусть № другой кано- 


А Г, Ra ы 
нический атлас подмногообразия Г с начальной 
точкой a Тогда существует единственный оператор 
вида RU poo КО“ 
AVG Re AG Ra 
на функциях вида ‹/(«). 
При этом 
7+ а [a2 2] РАФ 


2] 
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ГИАВА 3. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ С 
ЗАСТЕНМИ ПРОИЗВОДНЫМИ. | 


$ I. Квазиклассическая асимптотика. 

10. Основные теоремы. 

Справедливы предложения, аналогичные, лоу renner (чи Lier 
Теорема 3.1 


Пусть Г компактное легранжеро многообразие, инвариантное 
относительно динамической системы 


; . w(x) 
a (etn же Ст И FOO 
Ox, ai: [xf-r0o 71“ 


{-a+Ay [v(@)-E]} ty =0 


by é L[R™], 


17-1419 257 


удовлетворяющие соотношениям (25) к. 
Теорема 3.2 


v( x,t) 


Gas 144 - [#]+4 раза дифференцируемая iid, Ys) 
дваклы дифференцируема. 
Пусть решение (x,t) уравнения (7/6) гл, J удовлетво- 
Пет НАЧАЛЬНОМ условию 

ке) Мы, 9 (49 


Г ={9°(#), pa)} Lely iy Ln ре, ры 
тогда pememme (x,t) имеет Bay 


ae 
(56) = К, 9) +8, (x,t) (7.2) 


UE Incl Q (°; 0,6) + ЗЕЕ В о 
me Gt), P(ut) a 


MQ; =P. ~~ VG) Cady, № 
Ql) = 9) . Plt oye pu) =, 8), Plo, €)} 


a И 5 (x,t) |*olx ~ 0 пи 4470 


х/ Таким образом, при F=£%, .. Ди eh удовлетворяются 
условия $ pay - Qn (me + в [th tO(A*), --д, THE № - 
число Бетти многообразия [, $ - интеграл по к-тому неза- 
висимому циклу, 4. - ero индекс fi, - любые целые чис- 
ла. Эти формулы носят название в физической литературе формул 


ра- Зоммерфельда, или формул квантования старой квантовой тео- 
рии. В физической литературе, однако, не были найдены значения 
констант & . Было известно лишь, что 4 54 ‚3391, 641. 
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3. Следствие, Пусть выполнены условия предыдущего пред- 
ложения и пусть носитель К функции (<) достаточно мал, 
настолько, что его образ R, на Г. целиком лежит в 
одной из карт атласа ae с локальными координатами 


> 


cad ~ lod 
Prywsy Pes Party. я . Пусть 
~ fod р Е ~ 
DOB sonny Pe y Beary op Se) # Dy, P(Zt) 


т.е. мы рассматриваем решение ( & t) в р - Epel- 
ставлении, по перемекным Tiny 2. . Тогда 


SVE Huy Be, Bers вы [fh Ae бы, —> ры) 


~ ~ & ~ Avo К 
я А»... Puy Мы, Be] E Re 
и стремится я Вуд вне этой области (cp.t4. 914% $4 ). 


4. Обобщение понятия канонического оператора на случай, 
когда оператор А не является положительно определенным и на 
случай, когда вместо  {(@&) есть вектор-функция со зна- 
чениями в гильбертовом или счетно-нормированном пространстве, 
проводится совершенно аналогично тому, как это было сделано в 
одномерном случае. 


5. Рассмотрим уравнение (4.13) гл. Г при. Q=0, 
@,=4, B-o, Д=1/4 В частности, при Ю-(&,н) 
оно совпадает с уравнением Паули (табл. Г п. 5). 

Теорема 3.3 
Пусть решение ф(х, 4) (функция со значениями в 2) 


уравнения (1.16) гл. Ги @-0 4.24, B-0, 4-4. 
удовлетворяет начальному условию 
(ав) = K™ (44 
д, 0) = 2/97 9 4, 
у Иск #09 A) Пыль} (44) 
(уравнение Паули. см. табл. £ $ 
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7) Е С” ифииитиа, 9%) - единичный бео- 


конечво ОНЫХ вектор. Тогда rer 
J RAC t),t)] 4 
еек a Se 90), 


где of° = начальная точка ва многообразии er 
1-Е Ind 6 (9308) * р Slap) 


@ (ав), Pls), SG4)- решение системы Гамильтона 


д. = Hp,» P.=-Ho, > 9=-И* is 2 oP 


ey) 


9(0)=9°(м), Р(о)=р°(ы)  $(0) =0 
H(4,p.t)=[pr hy, 0]*- BGY 
P= 4 Qe), PO 8}, RO, t=ce(G, H(Ge)) 


6. Для интеграла от квадрата модуля вектор функции 
У(Ё,--,Ре Emery ›4ь) пра начальных условиях, локали- 
зованных в окрестности точки Zo , справедливо предлокение 
3. Однако, для интеграла от каждой компоненты вектора ф 
предложение 3. выполняться не будет. Для уравнения Паули это 
означает, что классической частице соответствует некий вектор 
(слиновая ось), который меняется вдоль траектории по закону 


$ 
k QO, t),e ae t 
аае Я : J % (42), 


т.е. спиновая поляризация имеет классический предел. 


2 йе Метод стационарной фазы для континуального интегра- 


ла Фейнмана. 
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Функция Грина ‘“/(2$,&) (фундаментальное решение) 
уравнения  редингера удовлетворяет, очевидно, начальному 
условию 7-44) rate  Г-19@)-7, P= a } и 

(ol) 4. вместе с tem, как известно, функция Грина может 
быть представлена в виде фейнмановского континуального ин- 
теграда, который формально предоставляется в виде, 831821) 


p= Дер 6} Па), 
+ 
6: -f LG,Gt)dC, 9+9), Hof, Ht)-x;(a); [9,92 2-8: 2-0) 


о предыдущему примеру, нетрудно убедиться, что если 


уравнение 7" 9 = =0 при условии 2 вмеет конечное 
число pencunt ‘9 „р“ (4,4,§), к-=4...№, а вторая ва- 
риация ¢* 9 при 9 = 9“ не имеет нулевого собст- 


венного значения, Oy 


$b: Yoagea(arih) "ES а“ р: ск, Ио pst} 


me fc - число отрицательных собственных значений вто- 
рой вариации для экстремали 9“ "а DG" 
(D(p*(o))/Dx )” , a те = P. (9) - начальный им- 
пульс экстремали 9%. Эта формула является континуальным ана- 
зогом метода стационарной фазы для интеграла 

T- Вр! Fe)} 4х, xe R*, который при некоторых условиях 


предотавляетоя щи A>O формулой (см. 1.6 §2) 
Ix (ве) "57 (ед {- thes Е Fle}, 
если число решений и“ р &7=0 конечно ‚и 


х/ Как известно АЯ х равно индексу по Mopcy 


ато 
251 


матрица А формы arg не имеет при H= 0 ~ нулевого 
собственного значения. Здесь he к = число отрицательных 
собственных значений матрицы А, а D(x)-detA в. 


$ 2. Асимптотика решений релятивистских 
уравнений. 

I. Рассмотрим уравнение (.76) ra. ТГ и предположим, 
что его коэффициенты принимают значения, приведенные в табли- 
це I cI no 4 строку (уравнения волновое, Максвелла, Дирака, 
Клейна-Гордона-Фока). 

В этом случае у равнение б. 16) гл. Г можно пере- 
писать в более простом виде 


{[2 А Фе [А Cat) А] 
n (2.1) 
57 Be (ait), + ARG #)} в) =o , 


Met 


me Y(x,t)  - вектор-функция: Ф()х Е)... р за 
коэффициенты принимают одно из следующих 4-х значений: 
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ae ct const Фе) = | me - 


const 


Таблица 2. 


Характеристическое уравнение 
для (9.4) имеет вид 


[35 - фев] но © 


Двум ae решения этого уравнения (отвосятелью 25/24 ) 
25° =H "(x, vs, t) 


ee = Dlwe)rls) Cle eV|p'+ ее 


соответствуют две (V=4 2) системы бихарактеристических 
уравнений: 


р | HQ” pt 
= DHL #). p= И: bedi e 


Re is ap; 
FG ys Yn , PP) Pr V=42 
os НР” Hp 
tors go) = 910), Mlo)=PtH), 519) =a 
Г 19°C »Р "cu) } ~  аагранкево многообразие. 


Обозначим 


Bias) Ls g(#) ; Plat) ~plt) › Ул) ы $ #) 
У у у 
[= {8 в), . 


@s) 


2. Имеет место следущая 
3.4%. 
Пусть 7 () (V24,2) - две произвольные единичные 
бесковечно дифференцируемые вектора-функции , 
. @ p(s) › (= - 
произвольные финитные функции на /’ со значениями Х/ в М. 


Существуют решения уравиения @. 1) , которые могут р 
А. 


a ge в виде о Fy 
ОЕ Па Locesall 
POO Mca оГуяазол рву 


2 у 
i 


эр [iz Р’ * cat) Be [Qt (4) 4) RQ se] bee] } © 


vat & (2.6) 


x/ Можно также брать и «) со значениями в пространст- 
ве обобщенных функций в 4. Если =: 2. ‚ то Yt) мо- 


кет быть равно обобщенной функции 7: P(7), СГ), Ф*,... 


’- =25 * (44) - Е Ind, 6’ («29 4) 


Коэффициенты (матрицы 7х5 г, () ) для ф “ay, 
зависящие от £ , как от параметра, могут быть найдены после 
подстановки =p "( 4) в уравнение (J. 7) я 
приравнивания нулю коэффициентов при степенях #, . 
Такая процедура возможна в силу теоремы 3.4 

3. Элементарным образом может быть найдено решение урав- 
нения (4.) (fxd) как линейная комбинация 2 С, фо 
указанных решений (/ Y (x,6) и довдетворяющее на- 
чальным условиям вида 


Ha? 
Фо) = ere Plot) tC) 
28 (4,0) =0 
(при произвольных ограниченных 5*$  матрицах 6%, (a) y) 
или 
(a, 0) =O 
фа" 


DE (a 0,0) = Ky ‚ 9 =(ы.) 


(при произвольных ограниченных $ — матрицах 2..9) . 
В пространстве $ (т.е. в нулевом приближении по Rs) 
в первом случае, например, нужно положить 


"(a= $ (495, «Сале (оо) Ир «Я чу 


и взять полусумму решений ‹) (4), V=be, 
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$ 3 Примеры и следствия. 
Т. Если Не, [1,0] пространство функции от ©, 

a A - оператор умножения на © , то поставленная зада- 
ча в случае уравнений волнового и Максвелла является задачей 
о коротковолновой асимлтотике решений этих уразнений. В част- 
ности, когда [№ щи t=O есть плоскость P=Po, 
параллельная координатной плоскости 9 , то решение 

wp (x, t) соответствует случаю, когда в начальный момент 
имеется плоская волна импульса pe . Подробно физический 
смысл такой постановки и связь ее с приближением геометричес- 
кой оптики изложена в 5-м издании книги Куранта и Гильдерта. 
[39] . Там речь идет о постановке и решении задачи в малом, 
т.е. при таких 69460 ‚ при которых бихарактеристики 
не пересекаются и axoduan DX/D2 не обращается в нуль (ср. 
$ г гл. Г). 

Из (@.6) следует переход от волновой оптики в гео- 
метрическую в целом. В частности для Y(%,t)/ справедливо 
утверждение, аналогичное 3 и 6 ,$!,4!°. Получается также, 
что поляризация решения уравнения Максвелла имеет коротковол- 
новый предел, а значит может наблюдаться в геометрооптическом 
приближении. Каждому геометро-оптическому лучу нужно поставить 
в соответствие вектор 2(+) _,? который меняется вдоль 


> 

луча. Для электрического поля Ё вектор @ имеет 
bd > —> 

вид ё, - УЕ и ‚ для магнитного #7 , &, =Vi tk , 


romeo — единичный вектор, удовлетворяющий уравнению 


(р. [13] £682) 
dit (2pradtanPuy, 89 
ra 


We n= CUKE 
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Эга формула справедлива для любого времени  . Таким обра 
зом, наличие фокальных точек не сказывается на классической 
поляризации: поляризация ие меняется при переходе через фо- 
кальные точки. 

2. Аналогичное утверждение справедливо и относительно 
поляризации спина уравнения Дирака (см. [47, 24,7 ). два 
решения ‹ "(x,t) V*42 — в уравнении Дирака соответотву- 
ют электрону и позитрову [81 LJ, [96], 

Начальные условия уравнения Дирака удовлетворяют coor- 
ношениям (I) . Эти соотношения накладывают ограничения 
на вектон 7 (%) +42 в формуле (9.6). — Именно 
оказывается, что вектор 7% (col/ — является нуль-вектором ха- 
рактеристической матрицы 


[5 Со’ (с 7% tek ) те“. - Ба ew) 


oly me” ‚ BY 
те 2 - единичная матрица. 


Ранг матрицы С : равен 2, поэтому существует 2 линейно 
независимых вектора, 7 : › 224,2 ‚ которые она пере- 
водит в нуль. 

Система векторов я} , esha, 252, 

образует базис в 4-х мерном векторном пространстве, поэтому 
любое ретение рен Дирака удовлетворяющее начальному ус- 
ловю (4,0) = ть Pla) 

можно представить в виде линейной ЛИН выражений (@.5) 
если положить в этой формуле Л; =?) У»2, (242. 

3. Рассмотрим решене ‘(%,t) — волнового уравнения, 


уховлетворяющее начальному условию 

р, th fl 
p(x, o)= Y(x) 9, А=:2. iQ - обобщенная функция 2. 
Пусть начальное многообразие 
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Па {9==, P= prod Heo) $ ¥gcbembopsem Coojnoure. 
Кио | °С" в * С%,0) = cont (3-3) 
Пусть плоскость 4=2 


пересекается с fi только В 


неособых точках. Тогда число этих точек конечно 
Иначе говоря, точка ea) | не является фокальной, и 
уравнене (9 (ot) 220 mueet конечное число решений 
%%....=*“. Поскольку они зависят от 26 › будем 
писать of ‘/x, 8) 155 SK, 


В силу (2.6)  реше- 
ние W4(x,) имеет вид 


фо -еки 2 [вере Lal 6) 0). 
Fe 


1 - j : 
| at [22 [ went), Е] || he [exp a a +i Affe ‘ge. 


[a8 р [rite] Ro] 9, (3.4) 
где ys 


- индекс по Морсу пути Q (х A о, t) 
т.е. число нулей 


F(a 2) = os [28 2) | 


при 0< Get 


в волновое уравне- 
ние и приравнивания нулю коэффициентов при степенях ю. , 


получим, что Я, [5 ё),Ё ]  удовлетворяк уравнениям: 


Wm _ Cold ip) НЯ Г. са] 
ы 3 ¢[Qtait)t} ee 1 Os 5 Cid; сора 


После подстановки выражения (3.4) 


где Cj 4 j + - оператор Л?Аламбера в "криволиней- 

ных" координатах A yt. , 

пу =Q(t , it 

RO em орды 
aed icp yd a J аётиомь 
му че при фа 
Re [6 me ‘ 6) = | 
Ces dn |v- [6] 
п 


при 7 - нечётном 
Совершенно аналогичное утверждение справедливо относительно 
yp” (x, t). Отскда получается решение задачи (7. 4) - (4.2) 
94. 4 в целом в случае, когда точка @& 4) не явля- 
ется фокальной. 
4. Воли точка (Е) фокальная, то асимптотика ре- 
шения по теореме 3-5 представляется в виде интеграла та- 
кой кратности, каков дефект (порядок минус ранг) матрицы 


| 2G: toe (ot) | 


случай, когда многообразие fh находится в общем положе- 


в точке (at) . Рассмотрим здесь 


нии, и дефект раван Г. 
Пусть задано волновое уравнение, с коэбфициентом, не завися- 
щим от времени. Предположим, что носитель К, функции Ya) 
столь мал, что его образ R, принадлежит только одной 
карте атласа Ot Пусть (1,0) = P(r) exp [ia Hx] 

и Ya) |grod pla) |*- cont. 
Пусть 2,1, ,..., x, - локальные координаты кано- 
нической карты. 
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Обозначим через  р/ значение импульса 7’ 
центральной точке карты. 
f 
Acmamrotaa при ‹2-+е° функции = (Xt) — имеет вид 


es) OEE velo 0%, | 
ф (at) 2 = се | F(R) 7$) Rate |g (a): 
Van ot 


fe 
exp [od $6) exp Lear, -X, ав] dg + OCB), 
где Aah (2, Layer Loe +) находится из уравнений: 
Re P44), 2, - 0.48), №2224 + бузкция 
9%) =1 ™ BP -Е;р=7 Е, F(R)=0 


при > Pite, 7, < Bi-e и является достаточно 
гладкой, 7 - weno нулей att | 24. | 
= 
вдоль полуинтервала O < C st, ы 
В двумерном е, например, при наших условиях ранг матри- 
ль | аа | не может быть меньше Г. Поэтому либая 


а. Tome Lance с помощью одномерного интеграла. 
Например, если проекция многообразия особенностей на плоскость 
(каустика) имеет вид неособой гладкой ‚кривой, Zor! = 
проекция центра карты, TO оси я; и XL направлены соответ- 
ственно по касательной и нормали к кривой в точке «© : - Йв- 
теграл в этом случае можно упростить: разлагая подинтегральное 
выражение по степеням & , мы придем к сумме функции Эйри и 
ее производной (см. [79, yj” ) В случае, когда 
каустика имеет вид изображенный на рис. @, интеграл также 
упрощается после разложения по степеням & , однако к функции 
Эйри ухе не приводится. 


первые, по-видимому, многомерные аботы 
3.1} cum panacea 8 EAIAOMEOR padere hei-Topaeeson. 
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$ 4. Система уравнений теорки упругоетя 
Рассмотрим систему уравнений теории упругости: 
au 
А+) quad Civ htm Au roma (ai И) +2 Олени =} т 
где Л»4(=) 20, д =) 20, =, My, 


(коэффициенты Jamo) / 2 P(x) - 
(плотность среды) -заданные функции 2 , прииадхекащие C “ 


D lest = -|¢ (д * “5; )[- 


— тензор деформации. 
Характеристический многочлен имеет 4 действительных 


корня. Им соответствуют следующие характеристические ураь- 
нения Bo] ‚(487 


эх. = (-1) у SH |guad sy | = 1,2 


25 Е | grad Sy ”| = 1d 


Эти уравиения в me, очередь определяют и системы уравие- 
ний бихарактеристик: 


o Ра с c 
AEA a (-1) Op (x; ) fo Ohh, Bate 
| Pal t= 42,3 
Kp (pa Spa бл») 


BPA 5) grad а a(t Il em oe 
de q POE hah Pea» Pas) 


в, (=) = 


т 
Пусть Г p — некоторое 3-х мерное лагранжево многооб- 
разие в 6 мерном фазовом пространстве 

® (ог 1 

= © 
Гь =1 ees Pe } 
Положим в выписанной системе Гамильтона 
г ог г о 5 
4, (0) = Xp (4), рь (о) = Py (4) 

и обозначим, как обычно 


хь (+) = Xp (4,4) ) p, (t)= P, (54) 
Гы = Х, (5% Pe (495 - 
6" 


образ Лагранжева многообразия Г А при сдвиге вдоль 
решений системы Гамильтона, отвечающей функции Si ‚ 
Теорема 55. 
Существуют решая 1,” 74,2 уравнения упру- 
гости, имеющие следующий вид 
o 


0; У“ x.% 

у AEX, (46) +8 MIX, Ht) | 

us р 604") ~ as ] Pas), 
Algo Me РСХ, (He 


где_ ф*(+) ЕС”, 6-.4 е т- 
ные функции на /' со значениями в ДН , a р 
д ° о р 
= Ind Ld, % А Soe 2: А я.) 
Пусть n° (4 t) и V° (+t) единичные векто- 


272 


18—1419 


ры в 3-х-мерном пространстве, ортогональные между собой и 


ортогональные вектору Re (a, ) Существуют решения урав- 
нения OCTH, имерщие сле вид. 


up -К’, (2) Фа) 


L 
Arlee ИХ, в] 


t | и 
| 8 '(a,t) cos J (Be) V(t ae + (м, в). 


‚зы J (Diese, 2 2 “ca,t) at}, 
me г Ри t[d,,4,°]-A [ee EP 24), 


а Bec? 6-18 Clots oe ] 
~ любые финитные бесконечно пифференцируемые функции на 
со значениями в ЛД. 

Обычно оператор AA =¢ 2; ‚а P(t) = не- 
которая "разрывная“ функция 2 (напр. 2% (2), OC), 
ит.л.), умноженная на финитную бесконечно дифференцируе- 
мую функцию © со значениями ид прямой. 

Линейная комбинация решений 76; в силу произвольно- 
сти функций 7 L242, б=14 
может удовлетворить произвольным начальным условиям вида: 


U (2,0) = =” (®) & (a) 


A, as 


2 Е Ot (о) = Kn RAC) 
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$5. (тационарный случай 
Пусть выполнено Условие (3,3) 


Если мы положим Д=ё & ‚ то можно будет записать 


волновое уравнение в виде: 
с*(х) аф- А*ф-о (4) 


Зто Taxxe по нашей классификация волновое уравнение, Если 
положить A= » то мы придем к уравнению Гальмголь- 
ца. Переход or é ae к оператору умножения на <  совер- 
мается с помощью преобразования Фурье. 

Поскольку в физике постановка задачи для уравнения Гельм- 
гольца восходит всегда к постановке задачи Коши лля волнового 
уравнения, естественно говорить о решении уравнения Гельмголь- 
ца, индукцирозанном решением данной задачи Коши для волнового 
уравнения. 

Аналогичная ситуация имеет место для стационарного и не- 
стациочарного уравнений Шредингера. 

Таким образом, фрмально можно определить решение У. x ‹2) 
уравнения (51) при A=  индуцированное задачей ы 
(4.4), 4.4) rad как преобразование Фурье по t ° 
(озЁ= 2) от решения (4Л,Ё) задачи (44), (42) 

and как от обобщенной функции t » принадлежащей 
некоторому пространству обобщенных функций K . Пространство 
К при этом определяется поведением функции 2(% t) при 
4 - ©, Torna асимптотическое разложение (0 Е) по 
степеням R 2 перейдет в асимптотическое разложение 
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решения YC x, ‹2) как обобщенной функции wo простран- 
~, 


ства К (по степеням a ). He уточняя прост- 
ранство К и пространства основных функций, мы можем офор- 


мулировать очевидное следствие из (4.6): 


ф«° 
W(x, a) = C(x) Kp 1 a +F(@), 


e P(x, 2) такова, что (2 $. ®) принадле- 
жит данному пространству обобщенных функций К. . 
В точках, не являющихся фокальными мы можем использо- 
вать формулу (3.4) , Однако, при tO число 
К? может вообще говоря, стремиться к 22 « Поэтому 


для улучшения сходности ряпа, добавим под знак суммы злен 
ГА 
( 1- qe 2%) . От этого первый член асимптотики 


не изменяется. Тогла преобразование Фурье по ¢ первого 


члена для функции Грина в ое точках будет иметь вид: 


pial {ero меда] - FE 
искр), 22 a FI 


a : 
по уе ГЕ | |ебаыто] Hd) 
, 


где Gi (4,t) решение системы 
Spe oe я. Sete: 
G: р } р = - 6“ с fee 
P(c)=4, Gloo)=¢ [4 =@*($), 


а a Sad © (x, 7), tnt <(~$) 
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находятся из уравнения X (0, $,¢*) =х. — Повадимому 
эта асимптотика справедлива и в случае, когда ©`“(х) = 
=Р-/(х) ‚и мы имеем стационарное уравнение Шредингера 
(уравнение смешанного типа). На примерах можно показать, что 
полюса функции (5.2) (т.е. точки FF? 

в которых ряд ($2) расходится) и вычеты в этих точках 
определяют (приближенно) не только собственные значения и 
собственные функции уравнения Шредингера, как это следовало 
бы ожидать, но и так называемые квазистационарные уровни и 
резонансные точки (ср. [#2 1,4)). 

Эта формула может быть получена другим методом, кото- 
рый дает более точную оценку. Кроме того, MOKHO написать так- 
же и асимптотику функции Грина в фохальных точках. В настоя- 
щей работе мы, однако, не будем этого делать, поскольку это 
требует дополнительных конструкций. 

Формула (5,2) ‚ точнее ее аналог для граничной 
задачи первого рода является обобщением известного метода “or- 
ражений", применяемого при построении функций Грина для пря- 
моугольника. 

Задача о коротковолновом асимптотическом разложении 
решения уравнения (5.1), когда C(x) = Ё-и(х) › 
эквивалентна задаче о квазиклассической асимптотике решения 
задачи на собственные функции оператора Шредингера 


hes | ACU ф Lay... iw (5.3) 
i prdand 
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Асимптотика здесь ищется по двум параметрам одновре- 

менно: 
hwo, K-20 64) 

причем tax, что KA —?consé. В случае, когда 2(-2) 
растет как полином, такая асимптотяка совпадает с асимпто- 
тикой по одному параметру: А’-—? oo 

Эта задача эквивалентна задаче об асимптотике реше- 
ния уравнения (532 ) при w—» ю, c4. Р- им) 
эту последнюю задачу мы уже ставили в теореме 3. / 
Мы сформулируем сейчас более общую теорему относительно 
решения задачи (5.3). 

Теорема 3.5 

Пусть семейство компактных канонических многообразий 
Г(Е) непрерывно зависит от параметра £ ЕЕ" Le} 
и является инвариантным относительно динамической oe 


В = 2208! IY; = =P ® ind,.,2 Hog-§. +00) 


HI, se , nm Par GPG Gn (55) 
где VG) при 19|-—= стремится к OO к 
является бесконечно лифференцируемой функцией. Пусть 

MCE) - собственное значение, а X(“) - собствен- 
ная функция унитарного оператора сдвига линамической си- 
стемы (5.5) —, отвечающего инвариантной мере б`(“) , 
т.е. 

iL Хы = ME) Xa) (2-23) 

Тогда существуют собственные значения " “(А)опера- 
тора Гамильтова 
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^ 2 
H eT a+ U(x) X= L,...,Hn (5.6) 


такие, что АСК -Е"+ м (EDA =0(4*), 
те ЕЁ“ — иекоторый набор из 5, зависящий от А, 
н такой, что Ха Г ( Е к удовлетворяются условия 
и 
тде i, - число Бетти многообразия [7 , $ - инте- 
грал по ( -тому независимому циклу, 4: - ero индекс. 
Пусть £,, —- спектральная функция интервала AA , 
тогда 


У Ea -4] es Хо], =O(A) , (55 


me A =fE*- o(h) , Е“чо(А) $. 

Изложенный ниле метод позволяет также найти приближения 
собственных значений с точностью до О(А” ‚ где VY -жю- 
бое целое число и сузить в соотбвении (5.7) интервал ДД 
до величины O(A™). Таким образом, если toma Е“ - 
простая в интервал Г“ + O(h * не содержит точек спект- 
Pa, то получается асимптотика собственной функции Vo one- 
paropa H . 

Рассмотрим уравнение Паули 


Hy $ = {СА oe Aley)* Bayi НС} -ЕФ oe 


Пусть Г(Е) удовлетворяет условиям предыдущей теоремы 
при ‘ 


H(x,p)= [p+ A(x] *-,(@) (5.9) 
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Оператор вида _ . 
pei +42 (&Н) (8:40) 
самосопряжен в пространстве функции в интегрипуемым квадра- 
том ив /(Е) по инварвантной мере 015). Предположим, что 
АСЕ) - ero собственное значение, а _Х(>/ — - соответ- 
ствующая ему собственная функция. ( Заметим, что в случае, ког- 


да Ree £ (например, для уравнения Шредингера), ro 
можно положить, в частности, =O, Хы) =1.) 
ео 3.ве.. 


При высказанных предположениях выполняется теорема 5.6 
ecm положить в (5.5) — H(p,4) = (p+ H(9))* -$,(9) 
и заменить оператор Гамкльтона оператором 
Hy = [thy +Ma)]* $, (#2 ($ HAY). 
Мы видим, что для уравнения Паули к обычному оператору 
сдвига вдоль динамической системы добавляется матрица, харак- 
теризующая изменение спиновой поляризации вдоль траектории. 
Таким образом, спин в классической механике существует, но 
He сказывается на классической траектории. Однако, при нали- 
чии спина необходимо изучать спектральные свойства не опера- 
тора сдвига вдоль траектории, а оператора (5.70) — поскольку 
собственные функции и собственные значения оператора — А, 
отвечают задаче о классической частице, обладающей спином. 


x/ 0 существовании классического предела у спиновой 
поляризации см. /19/; /68/; /58/; /66/. В настоящей ра- 
боте дано строгое доказательство этого факта, получена 
связь с оператором сдвига динамической системы и изуче- 
но поведение спина как вблизи фокусов, так и вдали от них. 
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ГЛАВА 4. УРАВНЕНИЯ С ОПЕРАТОРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ. 


вт. Уравнения в счетно-нормированных пространствах н 
задача многих тел в квантовой механике. 


Мы остановимся на наиболее общей и наиболее актуальной с 
точки зрения квантовой физики и химии задаче, когда в линей- 
ном уравнении с частными производными малый параметр стоит 
лишь при производных по некоторым выделенным переменным. Это- 
му случаю отвечает задача, связанная с взаимодействием тяжелых 
и легких частиц, которая, например, имеет место в квантовой 
теории молекул или в теории столкновений. 

Таким образом, Ham дифференциальный оператор будет зави- 
сеть от двух систем переменных. Пусть переменные, при произ- 
водных по которым стоит малый параметр (например, описывающая 
систему тяжелых частиц), имеет размерность ^ . 

Относительно зависимости оператора от остальных перемен- 
ных (число которых в частности может быть и равно нулю) и про- 
изводных по ним, нам понадобятся лишь настолько общие сведе- 
HEA, что мы можем для простоты записи написать дяфференциаль- 
ное уравнение от № выделенных переменных с операторными 
коэффициентами, зависящими от этих переменных как от парамет- 
ров. 

Бапример, уравнение 


с Dy ФУ кра, wey ф-АЧ, (49 


am BG" amg 


где m » ть, » мы представим в виде 


A 94 = 
~ am, et ACY Ay 2 
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где АС 2) = оператор 


Peed et ge + V(G, 2% 
А (х,) = ams Эх: 7] ), 


зависящий от =X, ках от параметра. 

Оператор А (<) - неограничен. В случае, ш есля 

V(x, 5.) Ес ®, мы можем сказать, что он переводит простран- 
сю Wy", R*) функций от 2%, в тЫ rR}. 
Таким образом, если рассмотреть счетно-нормированное прост- 
ранство W м [R 1] » то‚очевидно, что оператор 
А.) переводит это пространство в себя. 

Функция (5х, 5.) — может быть рассмотрена как 
функция =X} со значениями в пространстве We (R a 
функций or Xs. 

В общем случае мы не будем конкретизировать счетно- 
нормированного пространства, в котором действуют операторные 
коэффициенты, но во всех приложениях это пространство есть 
пространство векторов, нормы которых принадлехат W [R ‘| 3 
roe $ - некоторое целое число. 

Рассмотрим в качестве примера еще одну задачу: 


: ry 9% 
ih № + [А an t az -V-(%, 22) ] ф = F(x, а, А) (4.2) 


Plo =~ 4 (х, Xe, h) 
Предположим, что все заданные функции принадлежат ©” 
по всем аргументам, а выражения 
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ip 


ка & у 
Maye 5’ | [5 F(x, te, 4,h)|* obey den} (1.3) 
о ={ ) + 


: 


20 Ces 
a 
М С i fit ф (%, aah) |” 9х, 4%, ) G4) 


ограничены при KE 48)" 
Это означает, чо F (4, %, 6A), 
как функция аргументов %, и V2 , принадлежит 
Wa “[R*) и непрерывна no a А . Пространство 
функций со счетным числом норм вида (73) um вида (74)° 
мы будем обозначать соответственно  И/ м [R*C2] 
wm Ws "PREC. | 

Мы убедимся, (м.б) что решение ф(х,х,& А) 
задачи (7.2) удовлетворяет условию 

hy (a, ae,t,4) EWE [REO] 


Иначе говоря, найдется такое Л/ , что, если 
7 Ww 
F (ay t,b,5) € И, ERC] и Ч (x,x new, [#26] 


mM) 
8. 


’ 


TO 


be Hy 24, 4,4) EW [ RECT, 


причем 

Him т( м) Bee 

N70 
Мы здесь не выделяли переменных # и <) , при производ- 
ных по которым стоит малый параметр A. Однако, мы 
мохем рассматривать простравотв Ш ~ тд R? Ca) 
как mpoctpancrso | WV, [Rt Ca] функций or xy, 4, 

м 

со звачениями в простравсть OW, [R*] функций от 24. 
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raxm oopesca, Wy [0° С.И ВС, Ws TR} 


Действительно, 


р = 
| 4 (х, %, t, A) Wary RC Ws ERY} 


ar es 
= Мах {fs 2, |2. ‚ $ (5, %,t, О. ; ах, (4.5) 
WER’) 
O<tst, 00 Ло 
oshed 
м 
Пусть 1 B 3 - некоторая последовательность бенаховых 
пространств: 
В Net с в” Ne 4 on 
определяющая счетно-нормированное пространство Bs 
В общем случае мы будем рассматривать mpoorpancs0 
функций or 50%, --, 20, , А ‚ привадаелащих № “[ RC) 
со значениями в некотором абстрактном счетно-нормированном 
пространстве В” . Это пространство функций, которое 
мы обозначим через 


го Py ws 
Ws, [ R р Cy } В ] 
со счетным числом a ВИДА 


2 А, 
Мах (5: | 2 2 Фа, rete, с) alte ate, he, 


Oeted, ae Ln, 2b. 
oshel (#6) 
Аналогично через С a 8 R™) G, 8°] мы обозначим 


пространство со счетным числом норм вида 
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Мах Я 12. F (x,t |, a 


O€t $ фо, IXI 50 - 
OShsi me (17) 
Пусть на многообразии /" задан некоторый набор 
базисных векторов ve (4), У=1,..,% , принадлежащих 
некоторому счетно-нормированчому пространству 8” x 
бесконечно дифференцируемых по параметру © , в том 
смысле, что производные этих векторов по o вновь при- 
наллекат 8”, 
Канонический оператор и АВА 
переводяций функцию вида 
< 
со значениями в В” в некоторую функцию %,...,%r 
со значениями в В” , определяется обычным образом, 


Напомним, что @‘(4,0) =е“(ы) Т, 
ree I - единичная матрица в этом подиространстве. 
Функции {е‘ (о } являются разложением единицы по 
каноническому атласу OC , 

$ 2. Асимптотика решения залачя Коши уравнений с 
операторными коэффициентами. 

Мы будем изучать асимптотику решения уравнения (37) 
rad, Рассмотрим в счетно-нормированном пространстве В” 
являющемся пересечением банаховых пространств 

1 пла м ée é 

В, B’,..,6 таких, чо В 68°’, оператор 
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Pd (Рь.-, Pu, Pret, Li,.-, Xn, 5, А), 


зависящий от "+3 параметров в отобракекщий В“ 
в себя. Мы предположим, что оператор бесконечно дифе- 
ренцируем по всем этим параметрам в области ре SP p>» 
хе бРх , os Es T и что все его частные производ- 
ные отображают В” в себя. 
4) Предположны, что В“ —- гильбертово пространство 
Мы предположим, что существует собственное значение 


А (Р, Pras 1%) операторов de = (р, Pass, % t, ©) = 


* 
Lea LCP, Parr хо) ‚ зависящее OT параметров 
Pr Рьы › 2$. Пусть НЫ этого собственного значения 
одинакова для ош te ‚ не зависит от параметров и 


либо конечна, либо — #6 = 2" = ACP, Pas % ED) 
Пусть собственные функции операторов a re P, Pro >, t, о) 


и" РР». 9 %, 6,0) соответственно 

` + + 
Х, CP, Ри, he (P, Pas, Ht). KP Par, SY) < а ХЬ 
отвечашие (Л (Pi Parr % €) ‚ привадлежат 8” и 


aut ХЕХ; И #0. 


+ 
Из последнего неравенства следует, что можно выбрать _/; 
+ 2 
6=1,....% Takum образом, что (Xz, Хх; ) = 9: р 
Обозначим через fy проекционный оператор на собст- 


венное подпространство оператора <o , отвечающее 

А (рн, х, Е) ‚ а через р - проекционный опе- 

ратор ва подпространство, натянутое ва векторы VG ные. 
Предположим, что оператор 


26 


= Ая) [- 8] 


существует в 8 и определен всюду в 8“ 
(рых, №) = а A,(px,t,h) Pres 
Положим 


Sys а (-ih 2: ” th oe ’ thd 1 isu, Ln, %, h) Y= (2.1) 


Ам, 


где 


М de oreo th Be saan Bh) Y = Ay (bint h) Y= 


(2.2) 
-м. ips 2.3 -o 
Pah) Te ap TAalo=th) ee 4 (4) 
2) Мы предположим, что решение задачи 
Ly =F 
э\ rp Se (2.3) 
(32) Piles lu Yo . = 0,..., m-4 
rye tT и Se,K =0, ..., № -Т, - некоторые фиксирован- 


ные числа, а F = F(x,t,h) u w=%(%A) - произ - 
вольные бесконечно дифференцируемые функции 2 и непрерыв- 
ные функции К u со значениями в B™, существует и 
единственно в классе таких же функций Хх, 


х/ Этот класс функций F( x, с. h) есть простран- 
Мах 
ство со счетным числом норм вида Pe MGs) F(x,t, le 
Oghs4 к =4,2,, 
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Наконец, предположим, что характеристический в (смысле $ 3, 
гл. Г) полином А (р, Past ee) =O 
имеет действительный корень Pro. = H (Px, &) 


постоянной кратности и следовательно Г. #0. 
Пусть ((,ё) РЕ), osés T - решения уравнений 
OQ: = 2H ‚ oF =- OH (215. (2.4) 


rm 21’ 2G 
удовлетворяющие начальным условиям 
Q1,.,=9°O, Phi, =“), (25) 
принадлежат ec» и лежат соответственно в областях 
GP? эс и $2 fa 
Заметим, что из этих условий пректически в конкретных кванто- 
вомеханических задачах нужно проверять лишь условие посто- 
snot кратности и изолированноств точки Л (P, Pass 8). 
Из остальных условий нетривиальными для дифференциальных опе- 
раторов являются a) принадлежность собственных функций 
Х. у yoy ‚ пространству 8” , в) существование 
решения ХЕ В” уравнения 


LX (рр, е)-4] Х=Я, 
Фев“. 


где 


Kp 
Oe yugecn bob at ius таких peueHiut Oy Dolor T eu ему 
доиелиения. 
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с) Существование и единственность решения уравнения CRS) 
Эти условия проверяются дяя уравнений квантовой механики с 
помощью энергетических неравенств. 

При этих предположения справедлива следующая 


Теорема 4.1. 
Пусть [Г ={ Y° (oH), prca) - лагранжево многообра- 
gme,, 7 - его начальная точка, 


Для каждой финитной бесконечно дифференцируемой по « 
и ограниченной при озА‹4 вместе со всеми производны- 
ми вектор-функции 
ф, («№ = { Poy (К) 5 Por (м, k)5 


существует решение уравнения 
A 


$ ф = 0 (2.6) 
представимое в виде 
o 
ф= в И Sf, (44,4) Xy [РЕ 6,61, — 2) 
А yay 
де [= { 94%), Pru,t)}, ae - начальная 
точка на многообразии =, : 


yorR Inet Ola", dt Jed S(-Hae+2i pda), 4 
1..4] 


“ f= PCa, 6, hd $, (Ath), +9 Pr (at, к) 


удовлетворяет уравнению 
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«(уз 9) д 
THe [-( te) 2 20-8 


ЗА. {2 р И 


А 


DA В 
рт Эра Kite) O03 25 fy) ML) ' 


rae t=, Pe Pit), АХ), (2.9) 


и начальному условию Ф/+-о = Yol%,A). 

В случае, когда zZ, = L*=A (P,P к) ‚ в пред - 
‚Э © 

положении, что ехр] i ad |... } отображает В в 

себя, удовлетворяет уравнению 


V2 уе “lt? - 22|. ly 


Напомним, что равенство (2.7) справедливо с ИЯ 
до функций, бесконечно дифференцируемых по Хи и 


вместе со всеми своими произзодными имеющих порядок OA ~) 
Укажем на следующее важное обобщение теоремы (4.1) 
Пусть А - эвмкнутый оператор с плотной областью оп- 

ределеня D(A)C B* (=1,4,... , 
Цусть (/+&А)`* существует и определен всюду в B‘ 


(=18,...  , причем 
I (f+eA)“*H,: $4 (1,8. 
при всех & 70 и при всех & чисто мнимых, и 


-{ 
пусть А существует. Z 
Заменим формально в операторе Х параметр Wh 


на оператор А . 
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Теорема 4.2 
В предположениях в 4.Т существуе? х/ решение 


уравнения 2-52, 254 А)у= о 


представимое в A. 


+- Kn ¥ ped, (Pia), Qca,)4] 210) 


ere У=7 


has 22k, Pat) Q(4,t) 
определены в предыдущей теореме, а VY (o,¢) 


где 


удовлетворяет уравнению (2.9) и начальному условию 
° [- y 
YP, (4,0)=P, (4) re Pi (a), Y=4,.,%- 
произвольные финитные бесконечно дифуеренцируемые фун- 
кции. Йз этой теоремы следуют все предыдущие результа- 
ты относительно асимптотики задачи Коши. 
Положим в теореме 4.1 2-х, Л, = 1, 


a A, (р,х, & AJ=h (px 4). Пусть {= Х (22,40) - 


1 
самосопряжен в a. 
Мы придем к следствию; 


Теорема 4,Та. 
B предположениях теоремы 4.Т решение задачи 
th 2h = (р, x, 4,4) ф (2.11) 


х/ Заметим, что в этом случае в (2.3) надо заме- 
нить А на 1/А, а F и, очевидно, не зави- 
cnt от A и принадлежат пространству функций со 
счетным числом норм Мах д 

ры, Moxh(Z)* F(x, t) в K=1,2 


aa” 


od? + р. р р 
Ч Аи BAIN (pC) 969,0), — Че.лла) 


где о 
рес, 


может быть представлено в виде 


‚а: 2, 
Y= Kien & BOGAN, (Pet) OG, 12) (2-2) 


ad op Г Г. ‚ Р(ы,&), Gls) 
определены ранее, а 


Yat A)= ФА)... ыЕд)} 


удовлетворяет уравнению: 


bogie (3 1( 2&2) 3%, 


(2.13) 


£2 5 Ee 4 - (23 ae ee $ 
х -@ (a, t) 


и начальному условию 
ма, =, th) 942 

Из общей теоремы donee быть без труда получены асимпто- 
тические формулы (в целом) для решения гиперболиче- 
ских систем с осциллирующими или разрывными начальны- 
ми данными. 

В качестве примера рассмотрим слабо свяаанные * 
гиперболические системы. Теорема 3.4 и все примеры гл.[ 
также следуют из теоремы 4.2. 


$ 3. Гиперболическая система. 


Рассмотрим слабо-связанную гиперболическую по Пет- 
р систему вида 


ry — or 
bus ГУ 12. mite ее t) dx, * хи ad Kass 


Kt. Ки 
=O (3.1) 


Kner #8 
ul = (4, ,..., ur); 


где an, ae Кр (хе) при А, t- Аи! sir 


матрицы порядка Z . Введем следующие обозначения : через 


A(Z 145% 8) 


обозначим главную часть оператора i : 


2 5 
ЖЕ!= @к.. =< eo 
AZ 2х и : =>. an oes De a Oe 


Rae *5 
а через 


обозначим матричный оператор вида 


В(2., ya) “2 Qe, - Ay, (GY 


+ Kg, = 


S-/ 


Мы предполагаем, что 
I) корни H= H'tap ё) 
многочлена Л (р, H,%,¢) =0 
относительно Н действительны и различны; 
2) Многочлен по р 
A (p,0,%#) 
неотрицателен, причем, если |p! 2420 5 
то Д (ро, %#) 2& >0 
3) Коэффициенты уравнения принадлежат С ” 
Характеристическое уравнение для (3.1) умеет вид 
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* De 2 
(3 


$ 


.2) 


22,“ ax,” ae 
(3.3) 


ыыы. 


С se 28 ,x,t) =0 (34) 


корням 
=Н’(х? 25,4) у=1,...$ GD 


этого уравнения отвечают $ бихерактериствк, уховлет- 
воряющих уравнениям Гамильтона pana (1.2) 1.4 при 7=4,.-,” 

Теорема 4.3, 

Пусть А - произвольный самюсопряженный оператор 
гильбертова пространства [1 , Y(t} = произвольная фи- 
нитная бесконечно дифференцируемая вектор-функция на многооб- 
разии [Г со значениями в . При высказанных преднохоже- 
ниях относительно гипербохического уравнения (3.7) сущест- 
зуют такие его решення 2(%,t) - вектор-функции со зна- 
чевиямя в Н » которые могут быть aera В BEL 


u(at)= “ke af eee 5 oy РН ИЗ 


% у у - 
ии “fe 
52 YAP HPS , ALP HG, _ ЗВ _ 


=. р" OH "26 
pr’ 29," . 0) 
где 7’ SE Ina, £[a* а; Jet [CHEE nan), 
b [ace ot,” ] 


p= PC), 9-6", 
HL ava Prat), 1, 
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ol - начальная точка атласа H, ) ae a> “eo ] - 
путь, соединяющий точки < °и Ae L пренадлетащее пленке R.. 
Этот запас рещений достаточно велик, и их линейная ком- 
‘бинация отвечает решеник рассметриваемого уравнения (3 1} 


и произвольным начальным условиям вида 
axe 


ane =K rn ip ф. (=), Cal, 85 


: 
где Г’ > 245, -,5 - произвольные лагранжевые под- 
многообразия, $. (=) - произвольные бинитные бес- 
конечно дифференцируемые вектор-функции на | со 


значениями в пространстве H. Скда в частности включакт- 
ся случаи осциллирукщих и разрывных начальных условий, рас- 
сматриваемых в книге Куравта / 38 7. Это вытекает 
из следующего замечания. 

Как и ранее, на обе части равенства в теореме 4.5 
можно подействовать оператором А .. . При этом мы получим 
в правой и левой частях равенства обобщенные в ‚Синсле пунк- 
rad’ 81 главы Г функции. Функция A u(x,t) 
будет являться обобщенным ей рассматриваемого ураз- 
нения. Поэтому, если A= =i x ‚а Н - прост- 
ранство by [ R? ] функиий от & , TO мы можем положить 
Pld )- 92) fi) ,rme g(t) - обобщенная функция, 
равная М -ой производной от непрерывной функции, а Flot) 
финитная функция со значениями ва прямой. 

В случае осциллирующих начальных условий надо полс- 
mam Н= Lig [ Re ] - пространству функций от < ва 
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отрезке [ te], Azo - оператору умножения 
mio, (4-9 fm, 9-56, [RY] 

Тогда Ад =4 ; Au (x,t) есть функция, за- 
зисяцая от peers 2 ‚а 


K m0? qo 


A, eRe К, ed 
° $4. Асимиторища собственных зцачений уравне- 
с операто ентами. 
смотрим © 4 
Pac пространств 4 te 6 ‘ 
гизьбертово. 
Рассмотрим оператор: 5: 
^ ы . А 
L = Ly (Bayon Hay AB, oven 64 › } 
введенный в $2. При этом дополнительно мы полагаем, 


что этот оператор не зависит or % . Предположим, что этот 
оператор самосопряжен в гильбертовом пространстве 


Ly [8*] = и, [8 87] функций от ),..., tr со 


значениями в 41 и что условия 4), 
наложенные на этот оператор в $ 2 ‚ выполнены. 
Сверх того, мы предположим, что спектр оператора и 
a 


ве является предельным пи A= £ 
Предположим, что существует семейство компактных замкнутых 


лагранхевых многообразий Г(Е) без края при 
Б ЕЕ =(Е"-6 Е%ё) „де E20 такое, что 
1) Г(Е) непрерывно зависит от С ; 


2% 


2) Н (р, 99) =Е ma чЕГ(Е) (НФ 
гемильтониан оператора ls). 3) Use PCE) =f (EF) =Г(Е) 
В качестве меры (ot) на многообразии  /СЕ) 

мы возьмем меру инвариантную относительно сдвагов вдоль 
траекторий гамильтоновой системы. В пространстве функций 
с интегрируемым квадратом на /’ по этой мере оператор”) 


| | Mm is © д 
СНЕ БА 


Z f* 
ot SHS pee ы 2] т | 
2 фра ore he 7 P= P(a,t) 

7 XQ (i,t) 
на многообразии PCE) семосопряжен. — Предположим, 
aro (Е) - его собственное значение, а $ (©) — 
соответствующая ему собственная функция. 


Теорема 4.4 

Пусть {21 се 624...(, зависящее от А. множество 
из @ такое, что на ГСЕ‘) удовлетворяется систе- 
ма уравнений 


& ф plsreigta) = ©, (med 4), Ч +К=к (4.1) 


х/ Напомним, что скалярные произведения здесь берут- 
4 
CH в fe) 


2% 


где $ обозначает интеграл по к- тому базисному 
циклу. многообразия /Г’(Е‘), & - индеке этого базис- 
ного цикла, kK, - одкомерное число Бетти многообразия 
PE Ds Тогда существует подпоследовательность Ae 
собственных зиачений оператора L ‚ такая, что 


A= EAE) + 0), (4.2) 


а спектральная функция т интервала 
АА=[ А‘ - of), 4'+0(А)} 
оператора Li удовлетворяет соотношению 


Ia? 
ИЕ] К, P(E), S 5,0 Ты, Nia 8") Оз) 


hs 
в: B ВИ когда 2=1 , a Y(x,p)- 
действительна, матрица Р- О, задача сводится к отыс- 
канию собственных функций и собственных значений опе- 
ратора сдвига вдоль гамильтоновой системы (или оператора 
[4 ) на многообразии /’ . Эта задача вироко изу- 


aé 
ченаХИ, Кроме того, мы можем взять в этом случае //-о, 


#0) =z ® 
В качестве примера рассмотрим оператор Гамильтона 
вида 


Я geen: = + Hla 29), 4.4) 
2M oe aM ~* = > 
где 
2. 2, = (5, и, 2), on Ys, 272), 


д: - (2,/" (2 (By, 664, 
е - заряд, а H, Ae Zt) — 
оператор Гамильтона общего вида 
для системи N электронов в поле двух неподвижных прото 
нов (сы. напр. [87] ). 


х/ В противном случае см, [3] 
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Онератор Гамильтева H отвечает двухатомной мо- 
лекуже. 

Пусь ДГ! - 721) - некоторое собственное зва- 
чение овервтора //,(/7,-7.) (так называемый электрон- 
ный терм). Мы предположим, что функция 


ИР ат ee + Е(/®,- 21) 


имеет минимум (т.е. терм £(/7,- 22!) - устойчивый (см. 
напр. [4] ). Для простоты будем полагать, 
как это обычно имеет место, что этот минимум единственен. 
(Это условие He сущестьенно). 

_ Еудем искать псимитотику собственных значений операто- 
ра Н , распо‘оженных вблизи точки A” , лежещей между 
минимумом и абсолютным максимумом функции 24 (/Т, -7, 1) 
> этом промежутке спектр //  дисжретен (см. / 93 7) 

Мы предполоким, что кратвость собственного заечения 


Е (1%,-%) остается постоянной в области 

ре tons aes Ев о 
SP > (7,-1% 1, для которй W(17,-7%21) SA , 
т.е. что в этой области терм = £) (/Z, -2,'1) не пере- 


секается ни с какям другим. Пусть эта кратность равна I , 
ie ore samara что при этих ограничениях оператор 
ty (1&- te! удовлетворяет условиям Г), если в 
качестве a “poate ИХ CR =] ‚ а оператор H - 
условиям теоремы 4.4. 
Обозначим через (. линейные размеры молекулы. 


Перейдем в ( Ke к безразмерным переменным 
Положим Р.Г, ee им разделим (4.4) 
на : а 

17, Tel€se 


Мы получим оператор 
298; 


ь УМ y? of у 
SP a Ba Sige При 


где 


h 
> ТЫ , ©, = (4 F = А 
УМУ, ar afm, 
{ m - масса электрона). Здесь = 2, ars 
Pe. у 


снова обозначена через A> 

Поскольку для резльных молекул y~ 1073 -- 107, а ©, 

и 0-1, можно рэссматриватьУкак малый параметр, и 

искать асимптотику уравнения 
Ht Yad, yn 


при И >С. Гемильтониан оператора 96 имеет вид 


a р By , £APr Ad) 


A 


# Я. aad и 
Ему отвечает следующее уравнение Гамильтона-Якоби: 
E[tz-zst] .° 
{é(, sy $y tg ta ee 


Введем нозые переменные 
р-р, Ref; * fa 
Мы получим, обозначая через 17; и 4; операторы 


Vv по переменны № из? 
1 fe < of, (ат) ° 
EU (%S) + (% SPs Gay LOL 


Таким образом, переменные no т и A разделяются и, 


3 COOFESTCTECHHC, 
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полагая S= SCZ) | получим 


ye 2. » Ee?) - 24° 


($2) + 8G) нь (8 
Нетрудно убедиться, что условия (at) в данном 
случае будут иметь вид 


фи - ae. ив. = An (ly -ар)=т (9441) 


реа 2 


tad р И т. Баг 7- 5 IoD ета 
т, ы 


где 7, и 7. - нули подкоренного выражения, 
Таким образом, 
Ae = А +О(у*) ? 
где 4% ддовлетворяот авнению 4 
Из 8 ‚аа. Е. И <td) V 

Заметим, “a0 звеотный метод  борне-Опентеймора (адиабати- 
ческий метод) может быть применен к решению поставленной 

значи лишь при дополаительном условии : A’~Z (ом. / 87] ) 
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ГЛАВА 5 


ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ В МАЛОМ ДЛЯ 
УРАВНЕНИИ ВОЛНОВОГО ТИПА 


Асимпотика в малом, т.е. при достаточно малом t ‚ для 
решения системы уравнений гиперболического типа с разрывными 
и быстро осциллирующими начальными условиями была доказана в 
математической литературе (см.напр. /`26 ],[(6,1)] 46,4), 2)] 
[40] [38], [50] ,[2],[51.) 

Формально квазиклассическое разло=”ние в малом для 
уравнений квантовой механики, совершенно аналогичное асим- 
птотическому разложению вышеуказанных задач, было выписано 
в физической литературе [24], [27] (см. также [8] ,[5Т, 1)} [26] ) 

Настоящая глава посвящена доказательству этих формул, 
которое основывается с одной стороны на теэреме 3.2 
теории возмущений, с другой стороны на оценке обратного 


оператора в том или ином пространсеве x/, 


x/ Звманчиво было бы [ cu. [29] ], заменив 7 на 2.2. 


(переход к "пятиоптике" сы. |67| ,(63/ ), свести задачу 
о квазиклассической асимптотике к задаче, рассмотренной 


Людвигом /50/ об асимптотике гиперболических систем 
с осциллирующими начальными данными. Нетрудно убедиться, 
однако, что полученная таким способом задача отнюдь не 
удовлетворяет условиям теорвы Людвига и Лакса. 
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Математическое обоснование этих формул грубо говоря, мо- 
жет быть проведено следующим образом. Т) Доказывается ‚что 
подстановка этих априори взятых асимптотических формул в 
уравнение дает выражение порядка OF) т.н."невязка"). 

2) Оценивается обратный оператор, Отсюда получится оценка 
разности между точным решением и данной асимптотической фор- 
мулой. Заметим, что в фокальных точках и сами асдимптотиче- 
ские формулы и незязка обращаются в бесконечность. Для урав- 
нений туннельного типа такая схема, однако, не годится.Мы 
здесь приведем несколько измененную схему доказательства, 
которая будет в дальнейшем нами перенесена и на уравнения 
туннельного типа. Кроме того, приведенные нами доказатель- 
ства дают возможность опираться на теоремы 3.2 и 3.6 
абстрактной теории возмущений. Это с одной стороны упрощает 
доказательство, с другой стороны снижает требования на 


гладкость коэффициентов уравнения. 


( продолжение сноски с предыдущей стр-цы). 


Более того, задача о квазиклассической асимптотике сводится, 
таким образом, для уравнения Шредингера, например, к весьма 
сложной задаче с начальными данными, лежащими на хаоакте- 
ристике. Эта задача не отватывается Juke теорией "унилор- 
мизации" Лере [26 ] . Для релятивистского случая плоскость 
4=O может не быть даже (при некоторых соотношениях коэффи- 
циентом) пространственно подобной. Э1м яюполнительные затруд- 
нения связаны с тем, что точка Д=0 является точкой спектра 
для оператора { 4 ‚ в то время как Gf HO. 
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$ I. Асимптотика решения уравнения Шредингера 
в малом 1°. Квазиклассическое 
представление 


Вначале построим характеристическое (квазикласси- 


ческое) представление для уравнения Шредингера 


th bb дфетеи)ф  welmy =) р 


Соответствующая система бихарактеристик (в смысле $2, гл.Т) 
имеет вид уравнений Гамильтона 

Е = р. 5 a OU =... 
Предварительно докажем лемму., Рассмотрим общую систему Га- 
мильтона 


ВИ 5_.0H as 2H (1.2) 
&-2Я ga PH gS. 5p 2H _y 
ee м. 
Предположим, что третьи производные от H непрерызвны. 
Предположим, что система (1.2) имеет  - пара - 


метрическое не пересекающееся семейство решений: 
те), PAL) д, Дн) 


Лемма 5.1. Якобиан Yat | aA: | удовлетворя- 


J 
ет уравнению непрерывности: 
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-f 
ua + adv у Grad S=0 


Toxasatemsctao. Рассмотрим У /aé ‚ 12% 


Очевидно, 
a 
4Y_5D 
АЕ $= ang 
где D; получается из у заменой элементов 


2-ти строки на Эх; / 86 By, = 


Но OX (А t) = 25. 


Е OX; 
(см. /F79,2/) и 
9*х; = x 225 DLE 


Е 26; и kal OX; OL Of; 


(т остальных строк определителя D: линейно не зави- 


. 4 
CHT только ¢- 7b член суммы, поэтому 
Di Be 
é эх: 7 
т.е. AY /dt =Уд$, следовательно 


3 
aY'/dt+Y'aS=0 | 
Orema 2У-’ /9 + grad Y"' grad $+ 4$=0, 


что и требовалось доказать. 


20-1419 


для VY" получаем уравнение 
a wy + (У У" grad. $) + grad Spread УУ-"- о 


(23) 
Перейдем к выводу характеристического представления для 


уравнения (4. 4) Подставляя 
=) 


4 S(% 
фев) е"" Glut) (#4) 


в (14.1) | и учитывая, что для любой дифференцируе- 
мой функции R(X) 


$ +$ 
“thd Rade” =e" (th * и) К), 
а $ удовлетворяет уравнению Гемильтона-Якоби 


2S. f (gro 6) Ma) 0, 


мы получим А 2 (y~“9) = 
o- 7 h*a( У) ра [av У grad S)igrod Spud Y 


Omerda- 
А _, -"2 
ee +f [и Y“gead $ ош 5 groa Y"“]} p+ 


р а. № Zz. 
+ch Y"{ 27, grad 8 grap} =-4 д (У y) 
Сделаем замену ~ , 
Ча) = (8) =9 At) 


Очевидно, что 
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2 . 24,5737 Om „2 +guadpguodsS (46) 


Из (16) и (45) получаем окончательно 
yz = ve 
_ th t 7.3: 
oak Va, Y 99, GH 
где Ав - оператор Лапласа в "криволинейных" 
координатах В . Это и есть характериствческое пред- 
ставление уравнения Шредингера в малом. 


oe 
2. Оценка обратного оператора. 
ee р О В 
pra оператор Гамильтона (сомосотря менные ) 


Я =- Lar vee) х-т,.., Lr (1.8) 


в пространстве by [ R ] 

Обозначим через LL [L 2] пространство интег- 
рируемых по Boxmepy функций от t Ha отрезке 

Osts № со значениями в Lil R"). Yepes у 
обозначим прямую сумму by [ hz] OL Ly . Обозначим через 
Cha] пространство непрерывных функций # 
sts to 

со значениями в on 

Нормы в сея пространствах имеют следующий вид 


ИИ сыр = =) ее dt 
Eos 9 Е Cll}, To 


i vf а,“ 
т eel 


для ЧЕ, [Ь:] 
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Оля 964: [1], ФЕ», 19,4} 6У. 


| It = 19а, ть,1 ИИ, 


^ 
Рассмотрим оператор L с обжастью определения, лежащей 
в С[Ь,] и областью значений, жекащей в у ; 
действующий следующим образом: 


b gchx) -| ELE) + Е Нью), 9 (ож) eV 
aa 9 (4c) Е DCL) СС ГЬ, ] 
В силу леммы АД 4.42.4 в частности следует, что 
| Lt fl sconsé. в случае, когда | U(x, 6) не зави- 
сит от Ё этот факт очевидным образом следует из самосо- 
пряженности оператора H . Действительно, если 
ри(ьз = | 469, Flee) } 


то очевидно, что ‘ 


^- £H + -C 
мы) = Г" 469, Feat) f =e те sup 


о 


Отсюда 


сай, ЗИ И, fi gaz), де @9 
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Мах [ ис, $ ИЯ, + ПЗ, сы (4-10) 
Ostste и. 
Рассмотрим теперь пространство L al К] 
функций от В CP= Bos В“) 
с вормой 


У, ИЛА 
Ему соответствуют пространства 


ы [1], Cth, J 


Оператор М 
-й th, 308) 8) 
MEGO=Y (вые 4 (pCa) 
унитарно отображает пространство L Zz Ea д 4... 


Действительно, пусть b ) 
“Rh £93 (x%t 
g(at)-Y e* (в) 


тогда 


S19 trae = ел" У = Sl fqpesl ap: 


точно также оператор М отображает у. на у > 
ГЫ] вв L,f4,] ив c{Li] вв CLA] 


с сохранением нормы. 
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^ 


Оператор [ при таком преобразовании переходит в 
оператор L, с областью определения, лехащей в cl ZL, ] 
и областью ee лежащей в у . Очевидно, что Hopua 
Nh t=] L' is . В силу вышеизложенного оператор Г, 
действует следующим образом 


L, u(t p)=} (6, в), a +th Hu } 
где aA 2 


H--ta, у 


-/2 


( A, — оператор Лапласа в координатах у. ) 


3°. Pan теории возмущений. 


А 
Рассмотрим теперь оператор До 


иа cll.) . B у вида 
L, u(t, A) = (и (ов), ae h 
и оператор H, wa C{[Z,] в вида 


H, u(t, p= 10, Я, u(t, в} 


Имеем 
[= + Я, 
причем . 
ря  PLoy sé 
Кроме того, если F(A), F(pt) 2 pas дифе - 
ренцируемы по и потенциал U/°(%,¢) 2x раз диффе- 
ренцируем по х , то выражение =~’ CH, Le) 4) 2 
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— 
существует и принадлежит с [ Ly ] 
Следовательно, все условия теоремы $3. гл. 3 части 4 выпол- 
нены, и мы имеем для 8 ЕИ 


Lge зы wi Es CAL) 9 ЕС 


где Че ect) —о при ho. 
fi частности (pt) > те 
969 - НЫ rae an И, (48, 


(Я, 4. Ng - fi dt ad еде “ 
1 [2,96 |-> т f H | dt, ry Ht, Fras Бан 


Аналогично 


- д. ats t, 
{доз ze Ла J Ade, Janitor 


© 
к 

th 5 

Следовательно, решение задачи 


PECL path A u(t,p) 


(gp) =F#(p) 
имеет вид 


4g p95 A‘ SA dt,. fi H, fipeh #64), 
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ле Мах lt, (4,8) I, 0 


при И >О , если выражение, стоящее под знаком CYMMH, 
является непрерывной функцией & и кведратно интегрируе- 
ной функцией 3 . Аналогичное утверждение справедливо и 
в случае, когда {(/6)=$(4,А.) является аналитической 
функцией А. . 


Рассмотрим теперь решение задачи 


; У. А. vy I, II 
= pays ИН ва 
ith 5х) 
Ven = Yo = Pla h) € (1.12) 
Теорема 5-1. 


Решение males (I. II)-(1.12) при условни, что YE в. 
фе, Е С*, де Gupexctanmo з виде 
p= - 7 езр{ 2 S¢p, вр + 2, (ft) 
Этот результат, также как и результаты следующего параг- 
рафа, очевидным образом переносится на случай, когда 
потенциал зависит от времени. 


$2. Теорема вложения для абстрактных функций и 
8 в счезтно- T Франст 
19. Теорема вложения. 


для дальнейшего нам понадобится следующая 
'Георема вложения. 
Пусзь А - производящий оператор группы в банаховом 
пространстве В , такой, что J (47 €A) fet при Е 20 
и & чисто мнимом. Пусть ФЕД, [R" 8] принедяе- 
жит области определения операторов ( 2/24, x, yeh аи Ам 


ЗП 


Положим а„=(61)“+3) /4 
тогда Veai sup [А“" $ (к) 3 < const, 
Доказательство. Odosxarn 
Flx)= А) g 

Значит = D(x) = (Ю. A ss F(z), 
где к“ =(1+A)* Е что Ав“ 152, 
поскольку A rR’. ar к“ 

Обозначим ees 1-171, Fie)= о Яеруръе-образ F(x) 


Торда 


я [1]* АЯ 7 a 
С ом АИ fer Яр Fp dels 


“ala ft AR. hy Е 
s(2r) {lar a "| tan} Mood Jn por 


=> 
(nr) apt! glans" Тару | eae, 


od 


шее fae го 
Sl (aes) EMG yap sa" * {IF ep 9" J | Fla) ‘ete 
Litany] Flap = LRM Cay” "дея 
=F ipcay* PP" $a] ‘ae 


вели [#7 {  четно, то ограниченность правой части равен- 
ства следует из условия теоремы вложения. Если же / Е ]* 4 
нечетно, то, используя тождество 
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(42 fo = Stax" fix) Га 

ee ИН 

получим й ий 

Sic 4) were Я фею Га =-J 6a) (x) A[6a)* ране 


ae f(x) | ax 


Ограниченность последнего интеграла следует из условия 
теоремы вложения. Аналогично доказательство проводится 
и длядудовлетворяющего условию (1-2 А)| <4 при €>0 
и & - чисто мнимом. Общий случай получается с помощью 
разложения Д=Д*’+А  ,‚ где Ay, А” - неотрицатель- 
ные операторы, 

Замечание I. Если оператор A положительно опреде- 
лен, то A существует и ограничен, В этом случае в 
теореме вложения вместо R i мы можем брать 

RA -А- 
2°. операторы в счетно-нормированных пространствах. 


Рассмотрим пространство Oe со счетным числом норм 


вида 
IF le em een): zp acxtA)|, 
o<hshe (2.1) 
Ix/ < 00 Km, C=4,2,.-- 
et. fia" , Shem, pe Ле, ) EOL 


Рассмотрим fakae пространство R, со счетным числом 
315 


норм вида 
: 
Fle = тах fi (ih 2)" д” Е 
[33-7 
0<А 54, 


Лемма 5,2а . Пусть 7(%6А)Е К, ‚тогда 


Xn 
в. (ще, ЕЮ, 
Доказательство. 
Обозначим 


F(p, th) = $ F(x, tA) , 


Очевидно, что 
Р *(ch 2 a F(p,t,4)= $, ‘Caz 2 ya Я сем) 


Сл er , 


J lp%ca2 Bs Fp t,4)| aLp= Site yx “ава. 


—с9 


Отсюла следует утверждение леммы 5.2a. 
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a i NR ВВЕС 
—— 


Очевидно, что Sy, вложено в Ry 
Jlemme 5.2 Пусть 9 (2, EAE R, 3 тогда x/ 
fs 4 
A” g(x, 8 4) Е Ss (2.2) 
Доказательство. 
В силу теоремы вложения 


end a™p geass] < 


$ 


4 ‘ 
Awe (с, 19 И, me * С, 19 иене) 
Следовательно, —Д.^/ 90%) 6.5, С Ry 
Лемма доказана. 
€ >A 
Рассмотрим следующие пространства: КА (Pp) 
с нормой 
6 


19H, = J 19: geo} dee 


=2 
и K, (x, P) с нормой 
Hou, =>, СД [рее gta |" dee 
ee 2 Lie 
TeopemaS2. Если Y¥(~, be S, то A se = YONES, , 


х/ Точнее g(x, 4,4) можно изменить на множест- 
ве меры нуль, так чтобы вы полнялось включение (2.2.) 
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Предварительно докажем две леммы. 


n 


Лемма5.3 Пусть существуют t ограниченных про- 
изводных V0) ; тогда оператор exp 1 НЕ) 
равномерно ограничен в пространстве we (Р 5) при 


о < А, < sho , о 5 ts ty 
Доказательство. Как было показано в [1 4] ‚ имеет место 
тождество 


^ 


a iy 4 ^ t') ЗА £ Ne’ 
[ B,e*" сре [ВЯ] ей" ate! 
Оно (2.3) 
приводит к неравенству 
A ^ её a ^ 
ГВ, «Ву, + ах MBM lal, , ay 
ostsé 
rye 
oA, 2 ve L nA ^^ aw 
g <exp(* НЕ) у, (ug и, = [181 ae, [А,8]-АВ-ВА) 
Предположим, что лемма справедлива при # =k. Очевид- 
axa ^ A Kel 
но, что коммутатор [ p* "HJ= [Р ‚(=> | 
в силу ограниченности производных V(x) будет ог- 
раничен в Ww, | Из (9.4) вытекает, что если 
УЕ we" ‚ TO норма VP "а |,  ограниче- 
* к 


на, поскольку по индуктивному предположению 4 2 We 
Лемма доказана. 
Лемма 5.4 Пусть 4 производных 2*(2C) — равномерно 


ограничены. Тогда оператор @хр( £ НЕ .) равномерно ог- 


раничен з пространстве к, (x, P) при О<А‹ ho, А 


3:6 


Доказательство 


Сделаем индуктивное предположение. Предположим, что Я € Ko 
и что норма 1х” у. ве |, ограничена. Докажем, что 76 к, 
тогда норма с” x p tom alla, ^ тоже будет ограничена, При 
med индуктивное предположение выполняется в силу лем- 
мы 5.3 Первый член правой части тождества 
[acm pom Alg = ж"[ре”, vee) -th mae PEM! g 
ограничен по норме в Ly » поскольку ge Ke = » а второй - 
в силу нашего индуктивного предположения. Из (2.7) следует, 
что нома |” pen gil, также будет ограничева. При 
={  индуктивное предположение очевидно. Лемма доказана, 
Докажем теперь, что если (А) ЕК, , 20 
ap(L Hit) Yoo MER (тогда из леммы 5.2 будет следовать утверждение 
теоремы). Для этого остается доказать, что норма 
iad )*g |, равномерно ограничена при О <A Sho , 
OX Est, » сли YER,. Это следует из тождества 


| ind wz 1ее(Е ВОН “УП, = | 


Теорема xomasaua. 
Из последнего рассуждения следует текхе следующая важная для 
дальнейшего 

Теорема 5.Та а 

Оператор | +4 H] отображает R, 2k, . 
Аналогичная теорема может быть доказана в случае, когда потен- 
циал VGC) зависит также и от времени. При этом следует опи- 
раться на оценк$ ( 2.4) леммы 44. части.1. —„ 

Теорема 5.Та справедлива и в случае когда оператор Н 
есть оператор первого порядка Лирака. Доказательство этого 


проводится аналогично доказательству теоремы 4.Та. 
Из теоремы 5.1 вытекает следутщее предложение: 


Теорема 5.2. Решение задачи (7:11), @-72) может 
быть представлено в виде (4.10) , тде F(X, 4,4) 654. 
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Доказательство. Переход к квазиклассическому пред- 
ставлению совершается с помощью замены 


wt 

Yay *Lexp(is)ju 
Очевидно, что ecm UES, ‚тов YES в обратно. 

Доказательство теоремы проводится с помощью следую- 
щей леммы, относящейся, вообще, к абстрактной теории возму- 
щений 

Tema 5.5 

Пусть A, С, U; » bat oe - линейные операторы с 
областями определения и областями значений, лежащими в счет- 
но-нормированном пространстве В” Оператор С имеет 
обратный, коммутирует с А и ¢ з Определен на воем 

BY » сужение A оператора А имеет обрат- 

ныйХ/а область значений оператора С`”(СА as cfu, ) 
равна | an 
Предлолоким, что существуют решения «Х»,..., Xy, emed 
уравнения Az =o ‚ такие, что 
tye tar А" > И (9) ща Kw dyn, Memes 
принадлежат области определения оператора 8 = £ ev”. 
Тогда существует И в 

(Деу =9, Fe Bm 
ре может "быть “mpexcrenzetc B are 

ys й с}. + с“ АВА)" Fee's 
х/ т.е. уравненне Ax-o щи ХЕ DCA) может 

иметь и нетривиальное решение, а пи ХЕ D(A) имеет лишь 
тривиальное решение. 
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Е oe ЕЕ 
"Е ЕО ЕН 


ao 
ae { - некоторый здемент из В ‚ пре чеаавии, что 


rt CA*(BAY'F € D(B) 


Доказательство. 


и 
Подействуем оператором Д-( В, зе BSc Une эле- 
а tet 


Hod oth + тс“ “(вА-)"Я. 
Шельу АД“В-В и Ax: =0,%0 А-а и 
АС". 9 с“ (вЯ-)" 9 = 
А+ met 


м Mtin ы 
=5' nz Us, fey +2, C* BA") Я 


20 


fe полазоем И =0 вр {> М . 


Очевидно, что 
х и. Momenes ome лк 
J = > = ce U, f ий ce BA“) F 
Begs C2 CY 2. 4.4.5. ( 
Поэтому 


At mes wy Aen 
[A-S eu] роте" Uy fer (BAD с 
tos Ка М т #30 


Monnet 


FF 


Cr gee 
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eo 
где 8 е В в силу условия леммы. Таким об- 


разом eae 
(4+©8)4=6“" 9+ Я 


В силу условия леммы существует решение 2 уравне- 


С" (А+ ев) =g 
Очевидно, что 
y м ф- Ты mt 
служит решением уравнения 
(A +cB) y= F 
Отсюда следует утверждение леммы. 
Положим в лемме 5.5 
BY =S,, Ani » Ants 
на функциях обращающихся в ноль при &=о В-=Н,, CHh 
Условия pate ae оператора 
a7 + A Н 
выполнены, Ой область его значений, как мы доказали, 
равна 9» . 
Реншениями уравнения 
é 2 =0 
служат функции, ое ЛИШЬ OT Xo =Xor,.--, Hor 
Отсюла следует, что решение уравнения 


‚ 2 и =0 
(с *^Н) 
может a pas ? Bure 


wad Ch Ze fet He им faye 


+ a $ } 
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гхе FE Sh. 
Следовательно решение Y задачи (2.8), (2.9) может 
быть представлено в виде (7.10) , где 
2(x%,t, A)=V/7 fe rae Е Sy» 

что и требовалось доказать. 

$ 3. Релятивистские уравнения 

10. Уравнение Дирака. 

Рассмотрим уравнение Дирака. 


ih BY -ediadyy -cy (ih o+ ЕЯ (x,t) ф-т. 
=ih WY -H dao, (5.1) 


где 
4 I nfXy, Xa, 03}. 

A (x,t) ={ Ay, AaAs и Dlet)- 
векторный и скалярный потенциалы электромагнитного поля, 
которые являются здесь заданными функциями x, & 

Предположим, что решение уравнения (37 7) удовлетво- 
ряет начальному условию вида 
чо =P, (x) e& 8) (3.2) 
Рассмотрим соответствующее уравнению (34) класси- 
ческое уравнение Якоби-Гамильтона. 


(22+e$)-c'(rS-24)-micteo (33) 


Из (5.3) ВИДНО, что 95/9 имеет два значения. Реше- 
ния X*(t)= X"(%,t), р =Р" ав), 5106) = S*(u,t) 
системы уравнений Гамильтона 
ах: ЭН, ар __ oH" ; 2 | =%, P| = 7S, (%) 
at OP: dt Ox’ tro tz 
(3.4) 
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45". Ц, 2H" pt (=153 


Н*(е,рЁ) ~edsCv(p-£ Дт 


соответствующие знакам # , отвечают двум ветвям репения 
уравнения Якоби-Гамильтона. Предположим, что „(2 &) и 
(x,t) ограничены вместе со своими двумя производными, 
и вторые производные от So (2) также ограничены .Тог- 
да (ом. 72.8 $ 1) пи ft  , меньшем некоторого Zo , 
семейства решений системы (3.4) » соответствующие зна- 
ку "+" (таыже как и знаку "-"), не пересекаются, якобиан 
ax: (tot) | 
0X0; + 
отличен от нуля, и решение уравнения X (Xot)=x 


Убе, вне 


единственно: х* =,“ (x, 2). 

Пусть 5 (%56)=5, (Те) - две ветви решения урав- 
нения (53) —, удовлетворяющие условию 9 ~(%,0)= $5 (x) 
Квадрированное уравнение Дирака (om. LF 6] ‚6137 )}имеет вид 


(к -еф)-с во Я тие веь Ко, 


(5.5) 
те (x,t) - четырехрядная матрица вида 
R(x, t)2ec[(G5H) +i cwE)] 
Е (x,t), H+) - векторы электромагнитного поля, а 


0°= (0% 6%, 63 ) - четырехрядные матрицы Паули / #6 .7 
Полагая 


is 
X.7% ое” ® 


20 


322 


5° (<) 


ках чета Amer} nek ‚ 66 


t=o 


мы получим, чо |X = Y, тде yp - решение уравнения 
(3.1) —, удовлетворяющее условию (3 и (см. гл. Г). 0603- 


/ 


начим через (а t) CEES & 2% (xe t), a чрез 
bert ch, быв] ehh, 


(де t) ipa at, 


где 


решение rue 


[Хо $) 


ИЕ 
+ tiqt pee -[Х (6 #)]* é¢ et 

Заменами XxX =f [2 | | eet exp ff $ 4#)1. 
~*[X*,c), бы) 8, г) (3.6a) 

ЗН, бег) = сх. [В [Х* бы) ] exec) ЧЕ В, (= =) 
уравнение (3-5) приводится к виду ("квазиклассические пред- 
ставления" уравнения Дирака для электрова =, + Г) и пози- 
трона ("-") ) 


Pe th OF ae) ‚99 68) 8 


Ot ame* 


т [X*@,0)]}* р } 
. Aer [X * (2,0 г | R(X at) dar 
Oy (67) PONTE есь » ( } 2 и (3.66) 


On ¢ - оператор Даламбера в "криволинейных" 
7 


ror результат следует, аналогично! из дополнения (см, $5 
"Решение уравнений переноса"). Пусть f (wt), Фе), Se) 


- бесконечно Е ec ee | | 
РВ У. 
226: th rer) fe ae , aa “th inet, + 
с ве 5 IT1°D "1 е ща. 


Oleg =F eH, Haleeo=O 270 ano , 


* (xe,4) 
где F Xo, - бесконечно дифференцируемые функ- 
ции % и А . Обозначим _ 


2 оО авы, 
xX =e 0 17] te SST att (6c) 


neg Ly Hh ~ * (x, =) 


+ as 
Доказательство того, что существуют решения Y = x 
уравнения Дирака (3.4) ‚ такие, что 


Ni eh 2 (0 60) 


Tn were 2, (x, 84) . (3.6 «(.) 

где 2 (0, 4,A4)69, и (КЕ 54 » 
проводится совершенно аналогично доказательству теоремы 5.2, 
При этом надо воспользоваться оценками решения уравнения 

(5.5) ‚ аналогичными тем, которые были получены для 
уравнения Шредингера. Все рассуждевия относительно уравне- 
ния Шредингера, как мы ухе говорили в замечаниях к теореме 
4 { перевосятся на случай неквадрированного уравнения 
Дирака ( 5.2 ). 
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29. Оценки для решений квадрированного уравнения Дирака 
и уравнения Кляйна - Гордона - Фока. 
Обозначим через С. оператор (3.5), 
определенный на достаточно гладких вектор-функциях 


м 
u(x,t) ЕСС.) , здовлетворяющих условию И (3050)= 


ee ecg Ly npoerpanerbo bexrnes-gaynnyiud 
= wt (x, 0) =0. cae Е гене прируели виа bags ATouL, 
Обозначим далее через +т замкнутый оператор из 


C(41) в себя вида 


aA 
Lia u(x,t) = А ge PH xs uy 
re Hem определено в (1) , определенный 
на достаточно гладких функциях (0%) Е С (44), 
удовлетворяющих 
условию: ‹ 26 (0, 0) =O. 
Теорема 5.3 Операторы AL * и AL, 3 отображают 


RA в Ry: 
Эта теорема доказывается аналогично теореме 45.72. 
Нетрудно убедиться, /см. [96] /, что 

(ny ay ne a a 
Очевидно, что а D ам РА) 
справедливо тождество 


aeme*= lL, Lim 
Qe = LE, Ln = gh (Ln hem) 


m 


Отсюда 


Отсюда следует 
Теорема 5.  Справедлива оценка 


Е. t 
Маху ЛО ft” acs £ [Teme Par 


Обозначим через дах оператор из пространства 
ОЕ в прямую сумму = L, © C(hs) вида 
ка) иво, th Ge) 4, ке) 


Фр 


x 
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— 


а через 6. - оператор из пространства CTL] 
в прямую сумму Ls @ iL, © C(L,) 


“5. u(x,t) =f о ih MH (a0); [ (hd -e$)* 
tik + ER) mete, R@t] ua} 
Справедливо тождество 


9:14 Ys, 0) “а [1 [+ -H,, Ys, Of + 
+L {-4+H. % 05] (23) 


В нем можно убедиться, подействовав на обе части равенства 
(3.7 } оператором 0. . Действительно, поскольку 


th eben {#o}| - Henle 1403. “He, 4, 
бо [Teta-A, yo} in {aH 0}- 
м-в. Йни, Hm -H + 
“ Н. by +H. у} Of = ame d A, Yx,0$ 


Аналогично теореме 5.2 — можно es теорему 
Теорема 5,5. Если Че б, зто А" Lo fyoles. 
Отсюда и из равенства (3.7) следует 
Теорема 5.6. Если ¥,4,€S, , то nO (и, H,o}€ S, 
и далее Ра 
Теорзма. 5.58. Если УЕКЬь ‚то Ln {GO} Е К, 
Теорема 5.ба. Bom УИС А) ›ю 0.14, 9,03 Е № 
Теорема 5.1. Существуют решения {* и {- 
уравнения (3.1), такие, что 
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ф ae My ah "ых, A) 


y-Xe (x,t) =A" 2,(4,%4) 5 
rae 2, и = Е var 


Аналогичные утверждения мы докакем — для решений урав- 
нения Кляйна-Гордона-Фока. 
Рассмотрим оператор Клейна-Гордона-Фока 
К=@,-Ь8 (x4) 
формальное разложение K Е в ряд по степеням А, в, 
имеет вид д 
R= Qa 2. в" 8;" (34) 


Последний ряд сходится. Действительно, для оператора R ie 
справедлива оценка (см. ЛЕММ 4.1 тие t) 


IRL $ кей Е) fl, 4 
Поскольку -! 


ma (Вы - ре 
из предыдушего"Фавенства следует, 


JO." < Het fis Iz, oe 


meth 


Отсюда получаем оценку tt 


Ian $l, < ah с“ Jas. SJ My, at, < 


- 
к! 


из которой следуют сходимость ряда в (3.9) и неравенство 
LK“ p= < 
h 
Рассмотрим пространство $. CO счетным числом норм 


вида 


| фе | = Max и IP 0ceta)|*dec , 


o<ASd 
Теорема 5.8 ._ 
Если коэффициенты уравнения Кляйна-Гордона-Фока беско- 


нечно дифферениируемы, то оператор АК’ определен 
всиду в ЧА g Tele для ибого fF Е $. справедливо 
ввлючене АКФ Е, | 

оказат о 

Сначала докажем, что 


t. 
ры 9, <2 J >. ПР ae , 


где const зависит только от ( 

Доказательство проведем по индукции. При ¢=0 сделанное 
утверждение верно. Пусть оно верно при C8 N-4 
Оцени =P RL фт, Е 
Учитывая тождество [AB ] =-В" ГА, В] 8 

получим 


ре фр, PR Lm "ФЕ, + ПР", Li gl; 


tPR LLP bm] Lay le, 
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ee НА 


a a СР 


Для первого слагаемого имеет место оценка 
В МУ, cont £ S Pl de 
» Oo 


Для суммы остальных слагаемых из условий теоремы и индуктив- 
ного предположения следует 


é 
AN . -1 “1 PAN -t р Z wt i 
Пе Lele, + WR LLP om] Lat tf tet 


Таким образом, индукция завершена. Из доказанного утверждения 
получаем 


| 5 R 97 ely < Com Г ZI Peet 


и так же как при доказательстве CG 8) делаем вывод, что 


| PR (RQR')*P LL < const i $ IP ell, 


| ad 
Подставляя эту оценку в 6.8) | учитыв oe теоре- 
-f 
му 5.4), что ecm YES, ‚ то m PE Se , 


получаем, что AK VE т, 
Пусть теперь Фе В. и Usk" Имеем 

Кам = ГК, хи + = А +) _ 2=4,..., 1% 
По доказанному {6 $ По условию X,Y E $, ^, 
Значит GLUES, + Ilo индукции получаем, что YL, "нЕ Ss. 
и значи" ИЕ Ri, те. ЕК ЕР, -К, „Обозначим через K 
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оператор us пространства C (Да) в прямую сумму 
Ls @ by © С [,] 
г 4 
ибо - [ибо ABE eo) (ABE red) Cl 
A о и - te *%}. 
Авалогично пребыйущей теореме из тождества 3.7 
получаем теорему 
Теорема 5.80 
Боли yw ER,, 4 Е К», ‚ то 
RLY, 2,05 Е №. 
$ 4. Разложение произвольных начальных условий на 
компоненты, отвечающие различным корням характеристическо- 
го многочлена 
Покажем теперь, что начальное условие вида 


еее] › ull, -Ведеы[ Е 569] 


может быть разложено на слагаемые, соответствующие различным 
корням характеристического многочлена. 
Рассмотрим для простоты уравнение второго порядка 


{3 -Афоь) ет *А* + (Bat), grad )+ 
+ ДВ(х, 6) } u(x,t), (41) 


На общий случай уравнения (4126) гл. Г все рассук- 
дения непосредственно переносятся, однако, получаются более 
громоздкие вырежения. Характеристическое уравнение для (4.4 
имеет вид: 
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(25.9 с*[ 65-7] 0 Ge 


Двум ветвям решения этого уравнения 
oS" --H* Ge, 29:6) Gy 


Hie pt=+ (at) х СИ py? G4 


соответствуют две системы бихарактеристических уравнений 


45 _ ЗН: dpi __ ЭН: -. 
at ~ DP; fi =- OX; ГА 4,..., № (#5) 


Пусть { X (%,t), P &)} - решениебихарактеристи- 
ческой системы (4. 5)  , удовлетворяющее начальным услови- 


яи вида: 
X (te 0) =%0, Ра 0)=grad 46 (%), 
и цусть уравнене 9X (Xo #) =X 
однозначно разрешимо относительно Yo: 2% = 22(%, t) 
Введем обозначение: 
92 (кв) = 5, (tot) 
Введем функцию = (х, =) с помощью соотно- 
пеня Ut (x,t) = (8 )ехр 1-6 S*(x tA}, (46) 
Подставив в уравнение (7-1) И = vt expy é 5 *(x, At, 
получим следующее уравнение для = ++ (xt) 
93* 252, 2$у* yt 12 #75: 
A(t Get Geo BE tee 


-[ (Blat), grad $*)+ OO S*-cR we] VE f= 


if vt +СВ 65 grat $*)] (и) 
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re Г] ЕСИ“ 57 


Рассмотрим уравнение (4:7) в представлении, в котором 

оператор А диагонажен и является оператором умномения ма OO: 
-] wd £3 

Решение wee Е, 2 представим формально в виде ряда по 

стененям 1/0 


oo + 
- 1 
yet (x, 6, wo) =>! р (% 8) (Og 44) 


kro 


Теперь Формально выпишем для функций 


+ / + - 
= Bayo” 


=0 


`\— 
— 


- [(8, grad S* )+os* ЮГЕ 


=-[ о у, + (8, нам 1. )] 
Пусть при +t=0 51 = So (=), $- $. (x). 


Положив в соотношении (9) j-0, = 3 to 


(29| + hem) faet(e Sede 


tf @2 
2b “a 140 
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+(B (х,5), Р% ) + oSs- ee -¢ Ю(хо) - 2$ | ое). 
= В Ve (55) (4.10) 


Мы будем называть начальные условия вида 


+ + 140 % (9) (4. и) 
U, is, = ф (x, 2) е 


ет вы 
tro 


Deel 31 62 2s! yt, Ws j 


Ot Dt Step ° DE 


0 


где fp," (<, 0) - две произвольные аналитические 
функции со и бесконечно дифференцируемые функции 
© ‚ соответственно положительными и отрицательными. 
Они отвечают двум корням характеристического многочлена, 
Пемма 5.6 
Начальное условие вида 


£00 So (<) а 
и], = (x,0)e : u, bese =O (+) 
или же вала 
o~ со Spl) 
ubpno LY Gee ile 
(м) 
может быть представлено с точностью до O( ) 


в виде суммы положительного и отрицательного начальных ус- 
ловий: 


2 г D) г р 

ul = Uy | ot iy ||. ofa) и, L.,7° @ 5) 

о : Ce ee )\ x ota") (4.16) 
OE hee ту 96 Meso 


u leo ve =e 
rae | за 
ми (4) в a #2) 


+ 
м | определяются формула- 


Доказательство 
Для доказательства леммы необходимо найти такие функции 


ft (x, 2) и p(x, ©) » что 


- -(M+t) х 
hep (Ub rUrh, 1000) (4 18) 
af N41) 
! , dum \ wo legs | 416 
Uy, Ios г и, Ze as + OC / 5 (. J 


т.е. 


ЧС, во) prep +o ) 


+ 
yr 95° | т 2] + OV, + 
iw (5 Г Pre eg a Qe |1#-0 
2 ЗИ | | =0(w we) 
DE Idec - 
Разлгая = (0), ff * (<, (2) в ряды по степеням 
4] 2 и приравнивая коэффициенты при co в нуле- 


вой степени, получим 


ф* ый fo =, 
($, #C Ут +9 > p+ (ф-т) f= 


Отсюда 


>? Су 7%) 
ACV (7S) у 
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Приравнивая коэффициенты при 7’ ‚ получим 
Me И = 
с ($, teVOS)% 9? 846 (8,-cV/F Ray?) E> 
= B, Y, + Br Yo d 
поскольку 1245 (at, 0) = Po (x) 


Отсюда 
=. ($ = eflv5)* 1 о 
Е ас И So ag? 


где Be Yo =i(B, +B) 
Аналогичным обтазом могут быть получены и ( ae x) при 
KS. 
Подобные формальные разложения начальных условий на слагае- 
мые, соответствующие различным корням характеристического 
многочлена могут быть произведены и для произвольного уравне- 
ния с операторными коэффициентами вида (7.76 ) гл. 2 
Подобные разложения проводились Людвигом для систем гипербо- 
лического типа [507 
$5 Дополнение: 
Решение уравнений переноса для некоторых 
уравнений (систем) волнового типа, _ 
Важным инструментом решения уравнений переноса будет 
являться следующее вспомогательное 
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к, 


«x 
tt Ry Em] д Pose ia ntl 


Предлохение А. 
Пусть уравнение ge = F(t), L=X,,..., Lav) 
имеет семейство интегральных кривых X(T Gs,>-, an) 
Тогда справедливо равенство 


ор Ley F 


at D (ay... a, 2..2) 
Это предложение легко получается с помощью небольшой модиди- 
кации леммы С.Л.Соболева (ом. Смирнов т. 4, стр. 448). 


Обратимся теперь к рассмотрению конкретных уразнений 
волнового типа. 


Рассмотрим слабо связанную гиперболическую систе- 
МУ с различными характеристиками 


ms Ky test Ки! 
[= , ay. (a,t) 2 


mL Bi yy GD) О (BY 
OE K tothe, em ax "25 “94 Kanal, 
Kya Aw 
$ Здесь Y=14%,--, WF - 
вектор-функция с | CO компонентами и матрицы 2, „., 


при Kt +k,,, = — пропорциональны единич- 
ной матрице. Введем следующие обозначения: 


m 
A(z 2,2, xt) = =>. @ к, ... Kaa _2 + 2” 


ge. АЕ On, yer 32°" 


cq р” 
2. Qk... Kanes х, 
x 


= 8 (5,5 29 Е) 
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Пусть JS (25) - решение одной из ветвей характеристи- 


ческого по отношению 58 (5. 1) уравнения. Подставим в си- 
PO, 
стему (51) Yo ие‘ и приравняем нулю коэффициент при 
wot Полученное уравнение называется уравнени- 


ем переноса для (s: 1) 
Уравнение переноса можно представить в виде 


du 4 ne BA OS _ 
(15; ЗЕ. 2595 +B) u O (52) 


(для случая, когда В пропорциональна единичной матрице 


это уравнение выведено в / /; обобщение тривиально). 
Здесь С’ - параметр; (4 rep = » Lane HE D) 
Вместо 2, р, & нужно подставить соответствующие 


функции *, вычисленные вдоль бихарактеристик системы (2 1} 
т.е. вдоль характеристик характеристического уравнения. 

Сделав замену t= exp {- JS Bar 2 
перепишем уравнение переноса в виде 


р cyst OP: OP Эр, 22; OX; 
Очевидно, что направление вектора 2 не меняется вдоль би- 
характеристики. Поэтому можно искать 7 в виде 
Y 4-72 
Y= 6 J ) 
me 05-00738, 
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J= D(% Xo) 

aft 
1249.4 УЖЕ Е 
я 2 Tie 


2° Л 


Эр; эр; OP; 9521, 


oy 


=0 


Зоспользуемся предложением А. Для того, чтобы использовать 
это предложение випишем уревнения для (7) (г) 


=... 9. 


d 25 
др 9 -2. $: 2% ee т (752) 


„хе 


5 Эр. 


‚2 24. 


(75,2, 48) 


Подставляя в уравнение переноса подученное выражение для 


получим 


Интегрируя это трезнение, получим 


p= fh + а 


Переходя к интегрированию no’ = t 


ay _ 
at 


< 
#2 


a 
4 4.7 


a 


! 


is 


RA и 


9 А 2. XO! 


iss at OX; 
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ath 
Pury 08 


2 
+ VA up 
BPs DE 


и учитывая, 


=O 


) 


что 


Je Die) Dx dt _ De 2A , 
=) Dap LE ~ Dx Paw 


получим результат, кеторый сформулируем в виде леммы 
Лемма 5.7 
Решение уравнения (5.2) имеет вид 


= 
= ==) 2% 9 


чер f ae [ a А-В] 


fy if Dax: 


Пример. 
Рассмотрим волновое уравнение 


ae ев аи =o, 
Здесь 
NP Рим) = В 0% t) р*; Bao 


Уравнение переноса имеет вих 
au iy as -024 8) =o, 


av 
we ¢£ и C связаны уравнением 
2 
oe ы Яр. J eee Pei -c* p*=0, 
то 
a =; &c/pl 
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Вычисхяя производные от //| и подставляя их в (53), волуча- 
ем 


ну м 5 Be expt St & cp } ef. 


¢ [Р1 0х 


Воспользовавшись уравнением = P= * УС [Р | 
приходим к следующему выражению для lL: 


8/2 
ue А УЗ 


1 pr 


2. Рассмотрим уравнение волнового типа 


[22 ASG] reqs) (> Аве 


+7 BOL + i(AR@YH}P@eE)=0, CY 
к 


рведенное в ч. I,rz. I, $ 2 и включающее в качестве частных 
случаев различные уравнения квантовой механики. 
Потребуем, чтобы выражение 

5 6 CSl4wA 


K=0 


(1A) "bu lout), 
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ме S(%t) = решение характеристического для (6.4) 
уравнения, формально удовлетворвло уравнению (5:4) 
Уравнение, которому должна при этом удовлетворять функция 
Y, › назовем уравнением переноса для (= 4) для ре- 
шения уравнения переноса, соответствующего уравнению (5. +/ 
применим следующий прием. Земеним в уравнении (5:4) оператор 
tA ва оператор 7 ( Y - новая переменная, ко- 
торую мы вводим в дополнение к Хи ). Тогда (57 
превратится в слабо связанную гиперболическую систему 
a 2 
[l&-§ Зее Ge By] 
¢ (5. 4 /) = 
+2 8, (GY) о. + 5g ЮТУ =0 


а 
Используя решение уравнения переноса для (5 4) ’ 
данное выше, и подставляя в конечном результате 4 вместо 
р, ‚  подучаем следующий результат. 
Лемма 5.8 
Решение уравнения переноса для (5 4) имеет вид 


У [ip Aleonge 
= О C(Xo,0)  /(Р-- 0-0 
Ye #60) Dx elt)" (р-р? ' 


t у 
2 -A)* 70% By ра -№ $. 
op | as Le . P i ) 
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3. Рассмотрим теперь систему уравнений теории упругости 


VU; 2. Du; od 
f(a) = = (Al) +pe(a)) ых ay +f" а“: 2х. аси И+ 


( 5.5) 


2 2% 
(в 


Характеристическое уравнение для (55) распадается на 
ветви „которые имеют вид: 


+ ot]. +2 
ое ева"; a “A (59 


617521 4: fF Ew 


pe 


Уравнение переноса для ( 5-5) определим аналогично тому, 
как мы это сделали для прелькущих уравнений 

Решения уравнения переноса для S$, > ‘будем нази- 
вать продольными волнами, а для 92 - вореречными вол- 
нами. Характеристическое и бихарактеристические уравнения бу- 
дем называть также уравнением Якоби-Гемильтона и системой 
Гамильтона соответственно. Рассмотрим в отдельности случай 
продольных и поперечных волн. Приведенкое ниже решение при- 
надлежит В.Кучеренко / 41 7. 
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а) Продольные волны, 
Уравнение переноса после подстановки и =фУ$ 5 


me - скалярная функция, принимает вид 
ЯМ 2$ =o. 


Здесь М - следующий оператор: 


Ми = fu ag + 4p 3 3. 25 - (дер) [div 49$ = У(крР5)- 


-^ (ид 5+ 9 тит) - 71 (щ vs) - 75 (иум)- и(руит) 


(мы использовали обозначение: [vu v5} = 


_ 4: Os 
{vu v$ 25; 95. 


Используя уравнение Гамильтона-Якоби, можно получить следующие 
тождества (здесь и далее 663 уменьшения общнофти рассматрива- 
ется волна, соответствующая SJ * > знак "+-" опускается): 


95 


yo =- ра [У 51- х (75) * 


a 
91751 


95 Ae v 05)" 75 . а та 75 
9? airs! 


Toncraszan =P 7S в уравнение переноса и используя пре- 
дыдущие равенства и уравмение Гамильтона-Якоби, получаем: 


(Aran) [фа 51758 рфй$ [251475 o(vs)* ]- 
-ap op 751751" (ples) losl* + ga ph os 289 
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= ра та 75175 P-daplest BY +2 та Р$ alvsl'pfo 


а=/ Atte 


Напоминаем, что у.) 


Для дальнейшего упрощения уравнения воспользуемся леммой 
Д.С. Соболева (см. предложение А). 

ах 
если 5 удовлетворяет уравнению =F =X (&5) ‚то 


4. Dx. о 
az № se оу X 


Применительно к траекториям данной системы эта лемма дает 


55-21 [ a Ln pz _ vavs + avs eces)" | 


X РЯ 9317513 


Используя это выражение для A $ ‚ а также вытекающее 
из системы Гамильтона равенство 
а Эа ГРУ 
# 96 lo Sl 
и тот факт, что p, Au Mm не зависят явно от време- 


ни, приводим уравнение переноса к виду 


Я 24 (У5= AIT Y)=0, 


" Dx 


откуда 
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"Точно такое же решение получается для волны, соответствую- 
цей 5”. 
Полученный результат сформулируем в виде леммы: 


Лемма 5.9 


Зектор-функция 
_ Jf fe д a. 
и= в Qo я 5 


x 
| D м 
удовлетворяет уравнению переноса для уравнения упругости в 
случае продольных волн. 


6) Поперечные волны. 
Положим ИИ, +V VY Г me № и Ш - 
скалярны, И и У-^ № непрерывно дифференцируемых вектор- 
ных поля таких, что 
nvenv S =VV7S=o я и.2-и*=1 
Уравнение переноса имеет вид: 
пМ(и\.п- МИ) = 0 
УМ (Une Ny V)=0 


Эти уравнения приводятся с использованием тех же тождеств, 
что и в случае продольных волн, к виду 


a Vi, 2 = Dx hae 
at +0, Sp tn Pane + Uy Е в 


аи ad Ир 2% brey 
wet ad bn VP Bu, + де #0 
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at” el 
Полагаа 7-1) +c, > пожучаем 4 
. реа oid 744 
ne & VDE 
Окончательный результат формулируем в виде леммы. 
Лемма 5.10 
Функция 
an 
w= ny Ps Die Yan oop | fv Se deg] 


те ff - константа, удовлетворяет уравнению переноса 
для уравнения упругости в случае поперечных волн. 
(Если Co Г =0 » то НУЖНО ПОЛОЖИТЬ 


в 
и-ууд = vy, вы] Ди ме]. 2 


XL 
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ГЛАВА 6. АСИМПТОТИКА В МАЛОМ ОПЕРАТОРНЫХ 
УРАВНЕНИЙ С ЧАСТВЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ. 


В этой главе иселедуется аснистотика решений уразис- 
ний Л - ого порядка по временкой коорданате о свератерии- 
ми коэффициентами, зависящими от X=(X))---, Tr) u 
частных производных по %1)--2%a- Результати этой гла 
вы мы будем использовать существенно в для построения асвми- 
зотики в целом решений гиперболических уразнений. 

Первые 2 нарагрефа носят вспомогательный характер. 


Они посвящены асимптотическому разложению нитеграла зада 
0 


eo 
tA F(x) 
Tes ] е G(x) cae He Hy yg Ln y 
-го 


oo 

где (<) - функция co значениями в банаховом простран- 
стве Д, /(<) - функция со значениями на прямой, а (4 - 
производящий оператор групы в В. Зедача заключается з 
том, чтобы вычислить этот интеграл с точностью до функций; 
принадлежещих О(А”). на основе полученных в $ 2 фор- 
мул и леммы 43 (ct) теории возмущений строится асимитотика в 
малом решении операторных уравнений с частиимя произзодии- 
ми. При этом предполагаются существование, единственность 
и гладкость решений таких уравнений. 


$ I. 0 корне крадратном из оператора р бедаховом 
пространстве, 


Рассмотрим неограниченный оператор А в банаховом 
пространстве В , обладающий следующими свойствеми: 
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I) бператор „А порождает однопераметрическую груп- 
е‘ ‚ сильнонепрерывную и ограниченную для 
всех & : 


beh sm 
при -© st 5. 

2) Оператор (2+7 44) существует, опре- 
делен всюду в В при лбом 720 и ограничен 
единицей . 

3) Оператор А —: существует. 

Все утверждения леммы, доказанных ниже, непосредствен- 
но нереносятся и на случай когда оператор А _-ynonner- 
воряет вместо условия 2) услоию 

2а) Оператор (1-7 *A) — существует, определен 
всюду и ограничен единицей. 

Из условия I) в силу теоремы Хилле-Филлинса-Иосида 
(см х 1444 / следует, в частности, что 


т | <М "п вех -=0<4 <, 


Кроме того, имеем 


«И М, @y 


тя 
Pamper 1+7*A 


поскольку в силу (9.9) vactad 12.4, $2. 


| 2284? | SM, 
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где В, = Aq ‚ а, значит, в сижу той xe 


теоремы Хилле-Филлипса-Иосида 


| Tay | <M 


Мы будем пользоваться следующей очевидной формулой 
"интегрирования по частям": 


4 
iA F(t) gcd) an (AH) (о) Ate) alt) 
Je (80 ) dese Hee cafe Heo. 


Здесь 9 - дифференцируемая функция со значе- 
mans 6 =, обращающаянся в нуль при 1=4. 


Эта бормула справедлива при условии, что интеграл, стоя - 
щий в левой части равенства, существует. 
Лемма 6.1 
оператор — 


ЗЫ fe ‘Ax 


существует как перато в 8 на области D(A) 


Доказательство. 
Пусть 9 Е DCA). Докажем, что 


f= J eA Ae de EB. (43) 


Разобьем интеграл (43) на сумму двух интегралов: 


oo 4 a 
ff) 
Очевидно, что 
д jews Agde ев: [ИТ ‚леч *Aglléx< М ПАЗ 


(4 


Теперь оценим корму 
го 
‘Aye 
4 = fe4 A g de. 
у 


(делаем замену 
Имеем 
tA 3, 6 
Ae fe" Луи] 2 AB we 
1 7 и’ 
Применив формулу интегрирования по частям (2.2), получим 
‘At д . cAt 
€ ИА cA [2 2 2. 
Пе ш- 2 #-#] poe at (Gs 

Первый член правой части равенства (75) , очевидно, 


не превосходит Z 4 191 ‚ а для второго 
члена справедлива оценка 


e ‘Ate 4 
+ | Дея #78 st ff <2 4? 


ule Sox | =М, 191. 
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Зекны образом, мы получаем, окончательно, что 
VFI SC ГАЗИ + © 191, 

что и требовалось. 
Определим — 


в fer eT ade, G2) 


действительное число. 


(#6) 


р снедующим образом 


ae 


9 Е в, eo - 
es что этот оператор ограничен и определен 


на всем В . Действительно, 


j fe оу | «ре раз 
sMigh Ге-“? 49 -М, gl 


Леммаб.2 
Имеет месо роёемство: 


, Bante g 


и 30. 


для всех 3ЕВ 


Действительно, 


Р° а Гот fe tae 4 Иры 
adg* 4 Je $. rd 
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% го 


4 ‘Ar ae 
=] fe ата и = 
о 
o | 7 2 
map [etn oad a 
о 


4 
Atta 1 


(см. £ 28 J). 
Лемма 6.3 
Для anoro 9 € D(A) 
справедлизо равенство : 
T*g=Ag 
Доказательство. Odosnavum Ty =A p, ‚ D(Ta)= DCA) 


Прежде всего, мы докажем, что 


gee ее. Ааде > Те (48) 


при % -?0, 96 DA}s смысле сильной сходимости в 8. 
Имеем 


со 
2 | Ах” ух 9 24 ос? 
сы € и 
"Гу eo Agee: ie fe е Ag dx+ 
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ЕЕ: ee Le <= eos gat 


ae at (19) 


Очевидно, что предел первого wea правой части ра- 


венства (19) при ©->0 , a затем пи W700 
равен Tg: Из следующих ниже неравенств следует, 
что остальные члены правой части равенства (49) п’ 
< -—>0 ‚в затем пи W090 стремятся к кули: 
I) = 
| eee | < “ta! 
Им” 
2 -it cA eo a 
a IJ or € 81] Иру 914 
<M igh (vw 
Os eh DAE 
sya f (ee gde|| « 
я VE" 


oo ОЕ 
<i M igi] J an 44| < 
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sad М 191 [ев = ут" М Ig, 


Таким образом, соотношение (41.4) доказано. 


2 
Рассмотрим теперь Te и докажем, что 


Aim ТЕ pe Ha D(A*) (4-10) 
«x20 
для 96 D(A*) имеем 
ЕЕ. + 7“ Т 4 (и 10a) 
Очезвилио, сло AC Tu-7)9= (Ta-T') AY 0 при © 0, 


Аналогично доказашному выше неразенству (1.6) имеем: 
Тя. GUAg + ОМ 9мЯ 9: Е DLA) 
Полазая (Ta-T)9 = 9. › получим 


IT. (Ta-T)9ll <GHAT-Tgh = С, ИСТ-Т79Й 0 oe) 
И поскольку | АТ =TAg Е В 


иБо Ag € D(A) я ‚ азназым, Та  Р(А), то 
в сму (49 ТУТ ТУ 


Orewa и uy (4.40a) - (1.106) cae дует (1.10) 


Очевидно, что 
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Поскольку | т = | $ М ‚ то отсюда CreIel, 
p ТА пм 96 204%). 
[е) 


г— 
]аким образом ‚ 
79 = А 
9= 8 & норме ign+tAgll 
для 96 РСА“) . По замыканию(5то тождество про- 
доляается на область ОСА) . Лемма доказана. 
Обозначим через PP, — комплексно сопряженный 


к р, оператор вида 
` 29 
=< 9 т | ВАТ“ wer 
= & у е 1k 
тег, € oe 
Лемма 6.4 


Для любой Функции 9 ЕВ ичм>0 — справедливо 
ревенство: 


Pg-— ST Cu " 
РР, 252 (A +cat)” Grol gu}, 
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№ = 
где 9, 6 DA 7, а С некоторые константы. 


Доказательство. 
Имеем 


р. Bg- BP get Se а, Je® Я 9 dp x 


hg iA 2dr г 
[Те BO GURNEE pane 


Pas 
-2 Att Cues Lay р 
2 fey] fe aia &-cA(1- ей 


ae Soares ttre eee 


~ dec Aces ay $ arc Acosp? с; rch cose * 
где nousyp Cr состоит из точек (1106) 
zx mu © 628 Е -г 
Е = Eee’? mpue os <i 
x при Дет 


Таким образом, на полуокружности 
ices? =¢cos( + oe‘? ) = 6693 (Er deal) 6 Ат) + 
+ 56% + feo P) sh (Кин +), приза. Sial f+ feosp shiny) 
20 mu O<%, Ой. 

“Oremna cxenyet,B силу (7.4), 


| (+ А)“ [< М/х , 
когда ЕО. 


4106) Cuedyem 
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р. р3 Е {mapa y od 
(A - ~L) 503 8 


—_ 4 —— 
^ т(А-ы) os j CSE L (“-сА ст 


wel Nel 4 
+ Ba I Gs Е Gat 
Gs cote + ен (-tA) cod @ Ae 
iA я +009 Z 
Поскожкя umrerpaa © = is = “Cat ae 
существует и равен некоторой т" oo ‚ TO можно 
записать : м Gute 
4. ТРЕСТ nr = 
602+ &C1+ 683 #) ar no 
slr ag ‘Goa р 
iy. cen Greve)” da 
Докажем теперь, что (&-64)” x (CAcosz че) ест)" 
мн 
| ео) 
(-гА) с, (СА Cod 2 rt) Cod B) 
№! 
AN (4+ © =) 
действительно, || -- в ам и р Се =) т Ge 2 || < 
ae (+) a ji 
«ffi т &- А) "|. Мах Gas HY Слева ns) 


SM(4+M)” 14см ©). 


Лемма доказана. 
Заметим, что, если А удовлетворяет условию 2а) , 


то нужно брать -т S PEO. 
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Лемма 6.5 

Jas жбою 9 € DCA) справедливо равенство 
ТТ =Ag (4.14) 

Доказательство. 

Имеем eo 
4, 
ее аа 

7.) [2 


Аналогично тому, как было доказано в femme 6.3 соотноше- 
ние (410) ‚ получаем 


fe Ae" Ade fe “У Думу 


- X22 -c4 
= lim fe tte A dx Je a уу (412) 
о 6.3 ж 6-4 
Аналогично тому, как это было проделано в леммах ‘Получаем 


2 


1) yee te Jew" “At gdy = tS Sten? 


Е 
ee az 
т Cos ae coste(Z+ id сов) }з 
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=omnermecnm вы) 
Sree, 


tenn eat ВНЕ 
— =>. 
и 


) laa | 


4 + (Ас? 
a 


<M 


Поскольку 

4 dz dz 

tJ tose ="; | д. cote a|\ ес) 
Cr г 


бе ееестай М gl, 


то г 
lim & fete ge Де Ч Ауеу Ау 
40 Oo о 
Отсюда ииз (418) следует равенство (4.42) 
2 8 норме Igi+ HA il 
€ D(A*). no замыканикУоно Остается справедливым для 
всех gE D(A) Лемма доказана. 
Лемма 6.6 
Имеет место равенство 
Т-Т 
Доказательство. 


Ian ge D CA*) по предыдущей лемме 
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ТТ. - 43 


С другой стороны, в силу леммы 6.3 


т“. Ag 
Следовательно, 
ТТ = 79 
ma 96 D(A). Эвачит дя 9 D(A) 
TP e=T 9 
т.е. 
AT9-AT9=0 
Отсюда в силу условия 3) 
Тз = тя 6 норме 484+ HAgil 
для Е ?(А*). По замыканию STO равенство сохраня- 
ется для всех 9 € D(A). Лемма доказана. 


Отсюда следует, что если A- оператор в действитель- 
ном банаховом пространстве В ‚тои 7’ определен как 
оператор в В. 

В дальнейшем оператор 7’ мы будем обозначать 

Т=УА” ‚ а оператор В = (4 ee) 
Такие обозначения оправданы доказанными выше леммами. 

В случае, когда А "отрицательный", то есть удов- 

летворяет условию 2a), non  И|Д| мы будем понимать 


var 4 
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$ 9, ‚ Метод стационарной фазы для абстрактных 
функций. 


В этом параграфе будут выведены асимитотические дюрму- 
лы метода стационарной фазы применительно к интегралам от 
абстрактных фувкций. Метод стационарной фазы для функций со 
значениями на прямой обоснован, например, в работах /79,2)/90/ 

Приведем вначале известный формальный способ получения 
асвимптотических формул метода стеционарной фазы. При этом 
выводе, как мы увидим, встречаются расходящиеся интегралы, 
которые мы совершенно формельно регуляризуем. Заметим, что 
обоснование метода стационарной фазы, которое здесь будет да- 
но, ни в какой мере не опирается на приведенный ниже прием. 

4° Формальный прием вычисления членов асимптотического 
ряда. 


Рассмотрим интеграл: 


По fee eee. Gn 


roe (x), (хе с”, yre} — - финитна. 
Для вычисления членов асимптотики (A) при А-6 
применяем следующий формальный метод. 

Пусть Я = о - единствеквая стационарная точка, 
т.е. точка, в которой grace (=. 

Разложим  #(х) и ¥(x) в асрмитотические ряды 
Тейлора в окрестности точки Le Xo, 


An 
ое OF 

Я (х) = Иж) + 5’ 
, (. a ore BM: By . 


(Xe) (> Hoi MOG ~ Hej) 4 
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(2) = $a) + 2. EC (2% - Hy) pee 


Сделаем в интеграле (8-4) земену переменных: 
x; - Xj = ИД? $, а 
Тогда 


tl), = eee ME he 
Th) t А bem fife esl bX Pej Ge) и. i 
70 ~~69 


exp 1 ИЕ” [+ (2, т) : Vn fy (в). (¥(xo)+ 4,(x., их +.. М; 


(3.2) 
где rs 
et 3° 
oz 72 “~ 
ti, (2) = FE &) в §) ROE Ok, 


Поскольку 


=) - P4) ба) + PY (рн в (a POs 


то имеем 


(ate $) = exp f CVF (tole, §) ИРА Fe) } СЯ) 


v/a, @ 3) 


“2 АО, (т), 
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те Gy (Xo, 7) - полиномы И -той степени относитель- 
HO Fx » Rady с коэффициентами, являющимися ли- 


нейными функциями производных f(t) no \ - ого 
порядка в стационарной точке = Подставив 
ф (Xe, $) us (3 в (1.4) —, подучим: 


Th) = 2 4 5 еж), OY 


v20 
где 


и 251 fe; (te) F Fe 
Cee) = fem Де ет TNA a 5g 


При нечетных И функция Gy (, $) нечетна, и 
коэффициенты при полуцелых степенях A. обращаются в 
нуль. Следовательно, 


tayo? ее, (a), 


roe Cay (%) - линейная функция Ф(х) и 

ее производных no х 00 у -oro порядка в точке =X. 
Обоснование этого разложения мы получим ‚опираясь в ос- 

HOBHOM лишь на формулу интегрирования по частям x/ - Как уже 


х/ Нетрудно получить и непосредственное обоснование вы- 
шеизложенного метода разложения и регуляризации интегралов 


взяв вне носителя функции f(x) область интегрирова- 
ния в комплексном пространстве так, чтобы интегралы в форму- 
ле (2.4) сходились. 


RAR 


было указано в предыдущем параграфе, эта формула для adcrpakc- 
ных функций 920 со значениями в банаховом простран- 
стве В и оператора A , порождающего группу в этом прост- 
— имеет следующий вид: 


. р 3) AHO oa, bgp , 
py Gal - и 
= 


при условии, что 9(6) =0, а. ЕВ, 
и интеграл, стоящий в левой части равенства, существует. 
Эта формула позволяет перенести известные результаты мето- 
да стационарной фазы на абстрактные функции. 

рассмотрим в качестве наиболее простой иллюстрации сле- 
дутщую очевидную лемму: 

Лемма 6.7 


Пусть  Я() - финитнаи ЕС”, 7 ЕС в 
пусть 92 - носитель ФС) и р (а) #0 
пи = E SP ‚ тогда ТСА)= J. “Sexes Hix) ] Ela pete. 
=OCK”) , one М - любое число. 
Доказательство. 
Очевидно, что 


Tie ae 2%; (ert ) f(x) (© (26 
aan / 


Тогда, интегрируя (4.6 ) по частям получим, что 


Tk) = OCA), 
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Продолжая этот процесс, получим утверждение леммы. 
Для абстрактных функций такая лемма может быть сформулиро- 
BaHa следующим образом. 

Лемма 6.8 

Путь ф®ЕС”(В), (х-х,...,Ж) и бинитна , 

- воситель f(x), (2 ЕС” и grad #(х)*0 
пи ХЕ ‚ СА - оператор порождающий огра- 
ниченную труппу, тогда 
|. Ге > их Е ОСА”) , 

rae NV и "жидов целое число. 


Доказательство аналогично леммеб.Тпроводится с помощью фор- 
мулы (8.5) интегрирования по частям. 


2° — Одномерный случай. Разложение в асимито- 


тический PAK. 
В этом пункте мы будем рассматривать интеграл вида 
6 
СА (+ 
a 


me A(t)EC™, а 9(8)ЕС “[ BJ - бесконечно 
дифференцируемая функция со значениями в банаховом прост- 
ранстве В, A - линейный неограниченный оператор 
порождающий группу, обледающий свойствами I) - 3), пере- 


численными в предыдущем параграфе. 
В частности, можно рассматривать gt) как 
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непрерывную функцию параметра A: 9(#)=9(%, A), 
такую, что все ее производные по @ ограничены при 

Oshsd ‚ а оператор A как оператор умножения 
ва 1/», .В этом схучае вся развитая теория будет сов- 
падать с обычным общеязвестным методом стационарной фазы ) 
изложенным, например, в книге Эрдейи "Асимптотические раз- 
ложения" / 90 7. 

Мы будем опираться здесь на результаты предыкущего 

параграфа и на формулу интегрирования по частям (2.5) 


Лемма 6.9 р 
Пусть f(t) € с”, fia)=o, f(a}? 9, 
f'(t)#0 щи asé <6 ‚а 9(%/ - бесконеч- 


но дифференцируемая функция со значениями в В , o6paman- 
цаяся в нуль вместе со всеми производными при t= 6 

Тогда в случае нечетного 7 при всех «20 имеет 
место соотноцение 


(Aria) ® Де a") at 


ага 18 н/о “Gre, 28а) 
=] РЕ а 9(а) + 
дн, ee &( А+ ed) а) oe (Азим) ы (А+) Ка) 


(в 
eo ale 
AL ©:(4* (9$ “(595 * а) , (44) 


где Gla), (а), - бесконечно — дифферен- 
цируемые функции д co значениями в 8, ФС) - бес- 
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— 


ce 
ee 


конечно дифференцируемая функция $ CO значениями в 
В , обращающаяся в нуль со всеми производными в 

точке я 

Х(а) Е D(A ae и бесконечно дифференци- 

pyema пос а. 

В случае четного ” при всех ©20 meer место 

соотношение 


мы о g(t) dt = 


- £1 pty) * rg e Ee ga, 


-if: А-а 
+(At+at) "с Be а 


$, & 
: А cf Arte) ($- а) 
(Ани) Де" др ca), @9 


тде (а), Хх (a) - бесконечно дифференцируемые функщии 
а со значениям в В, ($) - бесконечно дифферен- 
цируемая функция Г со значениями в 8, pO b)=0, 


п=01.., (Е D(A). 


2 


Доказательство. 
в что ‘ 


„, = ae le а)” a(t) dt= уд aa se УМА. 
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t tu #) 
fe (Asce) F(t а) "Meat 


4 ih ca) Heh 
me a(t)=(t-a)™ e oo “g), 


поскольку при mod 


fe it т ра Си Ba 


Обозначим [a Ke) 
+ (t) = -=- aa) Г t- a) "49 (t) е 


Очевидно, что в случае, если > четно, 70 4(4) #0, 

а в случае нечетного 7 (8) имеет нуль перво- 
го порядка в точе ¢=2- — Предположим, что 7% не- 
четно. Тогда, интегрируя (4..0) один раз по частям, полу- 


= 5 Ада 
I, = (В) Clm) (Asia) * GN gays 


oy ie al (Асы) fC) 
р ® (Aria) fer г. =. | #4], 


ra aw 
те @(м)= (m-1)/! ‚ поскольку 
ОР C(AvidJHt) |6 
if 6 7 -(Arvcay*fe ata) 


c(Ate t(t) 
fe (Atco) Е Al olt } 


Очевидно, что равенство (2.11) можио перевисать в BEKO: 


CAFE), om ЗЕ rly, GX 98 
fe (t-a) geyae~ и | | "1G je У и) 


- Аа) 4) ~mel (А+ 4) HE) 
rem носы" f м 


УР 
@. 12) 
Таким образом, задача сводится к изучению интеграла вида 
¢ 
(А+ lt) ЖЕ) 
т, - pte) ab, 


me ¥(t)€c”L[B], Pla) +o, в) К-01,... 
Имеем 


$ 
т ше 


seats fe (Avid) (F-a)* 


=e peg) ae a af» 


ee J и, alaeca)Cs- -a)* о 
где ($-2) fe) fla), ha 


(4) при §-27 4 
€(F) = 


4 WE f-a < иес® 
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Имеем ‚(Ас )- Ца) A (Arie) ( -а)* 
те Е +h fe м Г е($)ф (а) 4$ + 


НН ор (8 - аа 


pie e(Arid) (F-a)* 
‘ 2 tA tl) f(a) nae e(p)je Я (ав 
а 
Ben codes: Cc), a 
р Arca) a, vas Are. ~a)® 
f a ф (a) elf )ag= Je ee Фадей 


с te Ан) ; 
‘if vera Nid Slee. EOD yg 


(Аве) а (4+5) (;-а/* 
oO a 
i OS pa, 
a t0ol 
c(Aece) (F-a)™ 
+f Lecg)- -4] € Pasa. 
asia 
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$ 
(сы) КЕ) Te (Aste) Ка) 
fe Ин = Г ie e Dias 


c(Arca)fla) Г é(Avil)(5-a)* 
e J gage? 


P (alas + 
[-7 . 
В: Ci ‘a ¢ c(Aecd)(§-a)*® 
| else (. раз 


ai? -ef9)] ee -а) * Рея) а |. 


Senet, что для любого YER имеет место тождество: 


(Асы) (5-2 (Ae “ 
fein. зи fi рр 
=. ре) sie: _ 

ЛР а de # = 


со 


fe TA A (ED as Е 
e 


Ere 


: x a 6 (ACD E- -а]* 

ет € aL. | ry 

laa 2 ol te ребе 
rae 


Таким И 
(А+с 7 
fe i в (а) (+45) $ Е РСА". 
а 


С=а + 


Кроме того, поскольку 


( é (Avil) (g-a)* 


& oe ie 
4, t(Atcd) (4-4) 
J [4- e(eyfe Я (5)? = Ла ее Y,($)%, 


@ последний интеграл в силу леммы 68. принадлежит 
D(A), 


то , следовательно, 
* ст 


(Arie) (Е) c(Atcd) (а) 
Je Y(t) dt=(E a ge (а) 
днс 
я (Явы ($ а) 
соб . е(5)е GlS)-¥ ads «о, 


где Х(а) Е D(A”). и бесконечно диф- 
ференцируема п 2 . 
Очевидно, что 


ad сем (8-9) * | Е 
eg) € (Че CF (WE)-¥ lads = 2 (че) 44а 


а. 


bs . . м 2 


= 2 (4454) Фа) + 
| 
| ‘ (At ch )CF- 2) 
+cCAtcd) fe eng? 2 “$, 
где _ 6) (G(5)- G¢a)) 
YF) И 


Отсида 
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J C(Atcet) f(t) ит 6 ay CCA +t coh) Ha) 
J e Ylt)at= 7 =a € J (а/+ 


fe MOT paca) ча) + 


— fc (Асы) (F-a)* fy 
+е(А+сы) fe go? (2-13) 
где YC ) - бесконечно дибференцируемая фушк- 
ция $ CO значениями в В и (в) =6 К=04,...› 
+ (а)*о. 


< 
цодстарив (Асы) (Е) 
I, = fe plt)dt из (2.73) 


B (2. 12) > получим 


РС 
ео Де ayy aytteg Las [inee™ 
‘Af(2) № (+ ies 
ve 9a) + (Aste) e se #(а]* 
И (Я a 
se о 


6, г 
t #6 ) 
caveat [ OOF р Ka), GY 


roe Y(a), 4 (а), К (&) - secnoneso дябференцируемье 

функции a co значениям в 8 ‚ 
СОЯ" Са 

бесконечно дифференцируемая функция Я со значе- 

ниям в В , 

Пусть теперь Av четно, тогда 


® 
24-1419 373 


‘4 
& . м is -m [АЖ 
Qe 
a (8.15) 
те f(t) - бесконечно дифференцируемая функция ©, 


т) 9,(a) 
[Flat 
Используя (2.13) ‚ получим 


at 4+) м ИЕ, cl(Atcl)Ha) 
(Avia) С ле Fc) Fe OM, 


tn i(A+éa) На) wi e(auies{f-a)" 
+(Attt) "6 ОО 


+ // (а), GW 


где i f(a) 
ase at ae 
ee HOY Sey. 3 


Yo ( $) - бесконечно дифференцируемая функция 7 
со значениями в В, (4), # (а), Х(а)- бесконечно диф- 


беренцируемме функция @ co значениями в В, 


Хм ЕТ(А”). 


Поскольку $ (а) = есь ‚ то в схучае четно- 


TO Mm 
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_ 


$ 
т+! ‘A 
(A+ tl) * fe г HO a) “g(t) dt = 


me} basi) 
-if 2] me Oe ch fla) 
a) [1 ] PCF je " g(a )+ 


+ (Arc d) a е cAtla) 4, (a)+ 
- bs (Ач 2 
+ (Arca) “J 72 (Ачкы)($- “al s)tpe Lola), (3.5) 


где fy (a) - бесконечно дифференцируемая функ- 

ця Q — со значениям‘ в 6, ($) - беско- 

нечно дифференцируемая функция т со значениями в 2 , 

обращающаяся в нуль со всеми производными в точке = 4; , 
Mla € СА") 

и бесконечно дифференцируемая. Лемма доказана. 

Положим теперь в формулах (2.4), (29) o'=0 

я применим эти же формулы к интегралам стоящим в правых 

частях равенств (7.7), (4.9) , но уже при a= % 20 

К полученным интегралам вновь применяем формулы (#2), (LY) 

при | = oy . Продоляая этот процесе,мы придем к 

асимптотическому разложению интеграла (4.2) — по crene- 

ням оператора, (A+ ac)" 


Рассмотрим теперь интеграл 


де 99.6) ge) =o, poses 

filaj=c, #'"(a)70, (Е) о при E74, é 
Разбив этот интеграл на сумму двух: /- /. ./, 
мы к каждому из интегралов, стоящих в правой части, можем 
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применить леммуб OM, следовательно, и асимптотическое разло- 
=f, TER 

жение по степеням (+69) Нетрудно видеть, 

что при этом останутся лишь четные степени этого оператора 


им On oe 
Atte) AES) 
A i ре Роме: gia Brat © 88.92.4), C4) 


где Fra aye Dia") и №4 раз 
дифференцируемая функция 4. co значениями в В, a 

2; (a) — бесконечно дифференцируемая функция а. со 
значениями в В , причем 


И tf sgn f (а) 
ве] ret" ge) 


-& 
В случае, когда оператор A ограничен, можно 
положить 06 =0. 


3, Одномерный случай. Первый член разложения. 
В дальнейшем нам понадобится следующая Jemma. 


Лемма 6.10 

Пусть  9() - ‚дифференцируе- 
мая [7),/ pas функция со значениями в банаховом про- 
странстве В , Kpome того, предположим, что 9(&) 
и все ее производные обращаются в нуль в точке t=, 9/0)#0. 


м (Е) 


д. 
tyes (9-е £™g¢tole 4.9) 


Т.е. её Mel npousbodnak млин ад деи) 8. 
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[3] +3 
we @20, flt)E Cua 


функция со значениями во крямой , $ (в) = в, 
f'(0) #0, fl) #0 Si eC а]. 
Тогда функция  Ф(^) пр А->?02 может бить 


представлена в виде: 


п met Lot); т cxff) 


е 9+ 
(Ae 
me |%ll, -r0 пи  К-> 00 
Доказательство. 
Очевидно, что функция “(Е 
может быть представлена в виде 
f'(t)= tv(t), | 
ne [7] 
тм 
ОЕ С, 
Проинтегрируем интеграл (../9) по частям 
[ом 
ieee EO Ht) ef = у т) ИИ 


fT) 


[#) [2 1, 
_ ei? О, о a mat jafle) 
~ (cx) #1 i Fol Fy)” on 


Функция 
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iz) _ 
WO Zs [ & Fa t g(t) (2.41) 


со значениями в 6 при четвом 7% имеет вид: 


y(t) = ЧА CCm)a(m-t) i! , (9.24) 


те ¥,(t) непрерывно дифференцяруемая функция, 
mpayem =f, (0) = Е ОТЕЯ ‚ и при чётном 7% 
ф(+) имеет полюс первого порядка при &=0. 


При нечётном › функция Y(t) может быть пред- 
ставлена в виде 


@, (т) А (+) ; 


OTR cas 


где (Е ЕС*, 


причем Ps (0) = port ‚а 
ф (2) = ©. (т ты 
Ге ¥ | 
Саедовательно, при нечётном =” y(t) ЕС 


При четном  , таким оо 


HE) 
ФС) = (ex ae C07) fe* Ели (3.24) 


При нечётном т. имеем 


гу ск Де) «$ 
(к) =() те вы yo) + tse “Odes 


me! 


: cn fl ©) 
а pice): 


mei nat) G “ 
tf 2&7 © pene, Op gn FC) - me explo) 
Е Fal Fe K Xo got %), 


(3415) 

где [0% > 0 пи K-20. 
При чётном * имеем: 

(WO) Ege le fen yat = Te), 

eo : 

me B(t)=6 2 e(m) Gd). 
Поскольку 5") #0 ‚ то выберем с’2о 
столь малым, что | f(t) #0 пи t€ [oe] 


разобыем =  2(%) ua сумму 3-х интегрелов 


ме ae 
Т(ю= Ve ig ед jas и? fe" Dejales 
о © 
aA 
ск (Е) 
че Де“ Zapade. 


м MWR 


Оценим последний интеграл 
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of 
С 


NWR, мя 


е A bas Lf |g le я 
s & + + |Z О [4 


© 
4 [е“Н да 
4 fe & lO) ae 


поскольку 
© 


(4+) ae (Се 
ccm а. 


= МЛЯ ИИ 
Оценим предпоследний интеграл 


ен не 
of ae 


Таким образом, переходя последовательно к пределу при 


К >= и М =, sigs ee 
; Ч mt! -с ке) р Е} - 
бет fim ка WK, Je = Ди и Je a И: =) Oh) dp 
N02 к, 25 - f 


=f (0) Lim fe Efe te 


- ae ср) 
о РОЛ fe ag = 


= ¥,(0) у ae $F ope’ (oe i Fe (m) glo) far ' р. Soho 
ел [Flo] "А Vitel 
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Сведовательно, 
А к to) 7 exffe) 


mel 
z= me! у 
ФСк) = £1, 25] P (= Ne р ZO 20). 
. Cz р 
Tre я при  К- ео , что m тром" 


Замечание I. 

Из предыдущих оценок следует, что если выполнены все 
условия предыдущей леммы, за исключением ft ‘te 2)=0@ , 
т.е. ccm f'/0)20 ,20 Lm [СДК 7 = о. 
4° Многомерный случай. к 

Пусть теперь (2%) = (0,2), 9 x)= Gly, Ar,) - 
дифференцируемая | ] +1 pes функция со значениями в 
банаховом пространстве В , обращающаяся в нуль на границе 
области 52, =f], -2°|[ 54, /=4...п 
вместе со всеми производными, == To ~~ единственная 
стациоварная точка функции f(x) , т.е. 

grod f(to)=0. 
Пусть далее 


Y(«) = fe 9) ох Ax, 
[ee Г: 
i,jes 


метра =| DX, OX; 


на, tix) € 60214 (.2,) 
Лемма 6.11 
При высказанных предположениях справедливо равенство 


eF (ant , ie fla) 
Kz У 


незырождена и инде- 


Y (x, 0) = 96%) (44%), (2.26) 


‚ 381 


me Г - сигнатура квадратичной формы с матрицей К, , 
9 =det Rk, WO Ke 70 при K-70 
Доказательство. 
о что 


и} (Xr?) 
yea efofe е 905*1) Le 02-2 (0H) 
При малых M4 


2 OX; 


оно) - А: tL & #1 (ay 
4rd 


Сделаем замену переменных: f;=§:(7), 649%) 
приводящую квадратичную форму 


Df (to) _ 
Q(Q)= р OX; Ox; ag 


к каноническому виду ; 
B00 =O) = 2 ie 


Отсида следует, что при малых Я 


#(1+%6)=1 ($) =flte)+ #5 1. Gt (8.24 
Поскольку И , to 
an 
Hm f. a et 9 cals (2-30) 
-& 
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9,(€) =9( AG) tx) 


Пусть Ay,.. > Ap 20, Ape 
Положим у =| 4; | "Е ‚ обозначим через 


м (4), $24) 


An $0 


р я. 
“hin f(g (9) ~flae)= £87 y*- LS gr 
9% (4 =4.(#)=% (Sor 2) 
Поскольку 


ae n 14 Oa To 


(у) 
P (45%) - an ef =f fe #9 < Il) 
bey (2.34) 


ott) 


J = det R = obt | ae | 
3х; OX; fer 


) 


Перейдем к биполярным координатам 
Gin tl), у -р в 


=... Др"... ) и 
Полагая 4, (4)-4(%/,5 A), ALD =A Arp) 


получим 
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Тб {fas 49, Pfermors QaC pea) ee” р” 


apa, 
(3.3.2) 
fal % pro, A) x a д. ы 
Очевидно, что $ (+ =, A) имеет столько же 


непрерывных производных по своим аргументам, сколько 
Fl t) . Имеем (угловые переменные onycraem): 


Ala pels p) filo) + АСьо) 
# (ч.0) =2* Fy (x) 
А, р) -А 0) = р ey ptt (up) 


f ee рее (+) 
Окончательно, 
Дор) = lh) ph] рб.) 
О ОТ 


ве (р), fad » /=3.-., prt 
‚ получим 

Foe ™ В =1,.., 
«[ 5% §2") г 
I(w)=f fan, da, ve РН 
(4.33) 


n- < 
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Iy( $= 90 209), В] pear (f) 


Обозначим через (4) и (%/) функции 
вида 
(ру = (И (=) +p fe (2) 
(up) = p* ts (rp) 


Поскольку 


о 9. й 


’ = — 


at ау? QO L1G 
fp 9.1% „ 260 
оф 2(5,5,) 


отличен от нуля при малых ©; и $, 4, то функция 


„ Ор) _ DF 9) \* является [PF] 
Y(§, fz) DCS, $2) Dip) / 


pasa дифференцируемой, Следовательно , 
[27+ 
(Рес. 


Рассмотрим 


ay 5: 2 
ce da 1 п-р-! 
L,(4)=J fe | hp Вт), 


Поскольку 9, ( F ) np fea, и &- by 


385 
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обращается в нуль вместе со всеми производными, то, инте- 
грируя по частям, получим: 


3: 
KG, $4) 
mee grey” Pla ? 25 24) те Mer 
(42.33) 
пе о -ГАЕ] 5m 
PA} pos Г ей apt 
в та" ace 
имеет цу в точне Ff, = 73 =0 ый 
поржике, Е 
д. 21] ь 
диз" "GO VEIT имя 
(2.35) 
‚ При этом возможны 2 случая: либо n-p-l seas, 
ita Sid ночётно. Пусть /^-р-1 чётко, тогда 


pis: oa Seas 
(5 ans я >) a 9) 


= (n-p-a)!! ФС, a) =P) FOr 9%. 


2. 
P (5, $2) Е Че , 
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ры 
96,6 ©, §3,.- >) fn) = (в, с) = =. + ты Я, : 91 (5,0 fs, ty $) 


Следовательно, 


A; (и,3,)= р = * 006, $4) Fe 


В силу xemm6.7, 6.10 uaceese 


tt 
Б-Р те 404, 0)+ 


в 2 
+6, (п,р) Геос) Fz, VG, $.) 5» +0 (>), 


где 


$ 
$> 


при 


ма к 


1 
4) |0 


4a УС» 9+) = PC, G2) - PCH, 2) 


Оценим 


1,(4®)= fee OCs.) Я ($, F2) fe 
Т (6) -- 90,9) - © i gets (ея 
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Следовательно, 


h; P) [5] 4 
О mee о), 
6. 
НОЯ Che). 6 fea ig ove, colt) 


Отсюда 


=] 


Ее, р re) Г oe zi 
оч" 4) ire ae 2 af о 


6 ( ) 5,2 é: п, ›) «($ *- 
а Te H15, 0)4s, + AL ce ff и 


meee 


Le)= J jen еб, jdt и, 


Имеем 


Т.(®)= aie (So ay, fe ag, 


i ies 2 ane 
~fe°" oC, 94) яж ¢ de =O (ZF), 


me: интегрирование по Ро ео 
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о оолеысньюимыы, 


се Е = 


И =! 
cx §, 2 ea : 
Tivo" Get) 8 a(eos, 

oO 
Пусть P-4 чётно, тогда 


2 er 
ee =) 2 ae 9, ( $,,0) =C,(P) ($, , 
где ; 2 
@, (р) = (2-2)!!! , ЕС”, Alo= (9 
Следовательно, в силу леммы 6.10 


а, 
я a р — Ш 
T,(w)=,(p) | EF Ио 99, (66)(1-6:) 


(2.36) 
Очевидно, что 
a, 
| ск$,^ к 
е "Ух, о), = Fe (2.37) 
[2 


из (2.36) и (5.3%) следует, что 
2-р-! 


‚ YL yy а 
Llee(s ) в a impr (el aice) (440) 


Поскольку 
ГЕ А | пар,  s. Pl 
т O(a pal (+) я ут CP =Г(&)2 = 


re go ~2-p-! i 
Gy (60) = G( Ho) Я A) er aa 
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% 
25-1419 


сигнатура квадратичной формы с матрицей 


28%) | 
R= =| ee) 0х, | a 
T= ELBE p (2 P(E) 9бь) GH) 


KE 
Отскда и из того, что 


Газ, 8, =(=)8 r GP) Г), 
следует : 


г ) 
Ij a gaye gs 6% y, 


ge Oxi, 7c 
при ^-2. 


Все остальные случаи рассматриваются аналогично. lemma до- 


казана. 
Аналогично, опираясь на леммуб.Эможно получить асимитотичес- 
кое разлокение интеграла 


i | е cA f(x) g(x) de EY Ae EE Ha, (38) 


где F(x) ЕС”, grad 4%) =O grad H®) = о 


при д, Zx)EC™(B) 
u бинитна , оператор A удовлетворяет условиям 7)~ 3). 


Именно en Роведли ва 
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НИИ ВИА 


Леымаб.Т2При высказанных предположениях имеет ивсто 
parece 


he Ик) А & 
Pie Tide: eons 1 ды 
Ло Atte) 


| (4.39) 
+ F,,, (xe) Le Ly. Чи, 


We Я (ж%), a ы и х 
бесконечно дифференцируемые функции Lo со значения- 
ми B В ’ H,, (te) ED CAS) и №М+1 
раз дифференцируема в [2] ‚а 
an) Е 
Golx)= 9) ФР 
У 


Заметим, что здесь, так Ke как и в одномерном случае (212), 
разложение ведется по целым степеням резольвенты (4+ 6%) ~ 


Нетрудно убедиться, что члены, содеркавие A — 
+e 
в полуцелых степенях, обращаются в нуль волед- 


стви& интегрирования по угловым координатам в представле- 
нии (2.33) , точно так же, как это имеет место и для 
асимптотического разложения по методу стационарной фазы 
для обычных функций (tu. [799,97 7 

Аналогичная формула имеет место и для оператора A  YROB- 
летворяющего условиям I), 2a), 3) $4 . При этом 
функции = 9; (%) з формуле (292) будут комп- 
лексно сопряжены соответствующим функциям получаемым при 
асимптотических разложениях интеграла (9.34) с \Чоложи- 
тельным" оператором „А , удовлетворяющим условиям Г), 2), 
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a/, 
3) $1 и вместо A нухно взять 


ial $4 ei 


Очевидно, что асимптотическое разложение можно получить в 
случае, когда A 
не удовлетворяет условию 2 или 2а) и 3), но 
можно разложить g(t) на сумму 9,(8) " Z(é): 

9, (ЕЕ В,СВ, 9.(+)ЕВ. СВ, 
причем сужение оператора A на 8B, удовлетворяет 
условиям 2) и 3), а сужение оператора А na 8. удовлет- 
воряет условиям 2а) и 3). Кроме того, разложение можно приме- 
нить также в случае, xorma |= Y(t) есть обобщенная 
функция в смысле 992° $4 rat + Для этого достаточно 
подействовать на обе части равенства (2,39) — оператором 


е Чюдое увлее Полярис AT OLOMOE геесло 
A‘ ve #. (м учесть, что 
‚ 


Af DCA") 24” “) 

Пример. 

Пусть B= L, [-02, 29] - гильбертово пространство 
функций or Г, 57:09, A-c2, 9%) =9 (1) 42) 
(см. eat F409), (ЕС. 

* — 
Тогда ев фев, а 9. (1) 4, (2)Е 6. 


livers (Е С”, grad ЖЕ =О suwe при £=0 


Имеем 


2 AH g iy A(t) = golt) ale и) 


Таким образом, 


СИИ = 


п. - четном имеем 
а 


при 
J : gle) Oe 4le))alt ва о, 


иг 
+e Г. У д} + F(t) = ace)” Glo) №7 е ЕН 
+ F(T); 
где F(T) - ограничена, и J 
определены выше. 

Заметим, наконец, что в многомерном случае чмеет место 
утверждение аналогичное замечанию к земме 6.10. Это эквиза- 
лент следующеку утверждению. Пусть tim, K eT {K) < го 
для люоой финитной функиии 9х) , тогда сек 12. 55 | 
отличен от вуля в стациоварной точке и метод стационарной 
фазы применим. 
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$ 3. Асимптот ом реш абстрактн 
уравнений Х/, 
T°, задача Коши авнений с операторными 


козффициентами . 
1. пусть дана последовательность вложенных друг в друга 
У = {,4,...) 
которая определяет линейное пространство 8B” со счетным 
числом норм вида |  [3,, И=44,.. 
Рассмотрим оператор 


L = 2 bi (Aa Pr» Xo ‚Жи, А) Past › (ние Е) 


ve 
банаховых пространств: В "С В” ‘ 


зависящий от Яи+ 3 параметров и отображающий счетно- 
нормярованное пространство В” в себя. Предполоким, что 

оператор [, бесконечно дифференцируем по всем пара- 
метрам, т.е. все его частные производные отображают 2” 
в себя. 


х/ Ихлейная сторона метода более выпукло отражена ав- 
тором в послесловии к книге Хединга / 521,14) /. Здесь 
более подробно проводятся выкладки, и результаты даются в 
более общей форме. 


Теперь рассмотрим счетно-нормированное пространство 4, 
функций лу ,..., Xne1,hoo 
значениями в 8” . Пространство № определяется счет- 
ным множеством норм вида ь 


oo 
<, 2 
Мах | ТП (4% 2. ) хх, ты А) « 4х...905, 5 солвё 
окхт-ю 4" х, ы 


osasd, Я-А Ly, menet 


Пусть У, - некоторое счетно-нормированное пространство, 
объемлющее ,: И 2 К, , 
Обозначим через К, поддространство К функций, ne 
зависящих OT Ty, о | 

Замечание. В этой главе мы будем проводить доказатель- 
ства для случая, когда пространства Bi 6-1. ло гильбертовы, 
используя тот факт, справедливый лишь в этом случае, что 


Pn ы . 
Фи в с К» . Если же пространства B‘ банаховы, 
Pa 
wR, oR,» 


as 
то MH можем утверждать лишь, что h Py 
Это обстоятельство не влияет на ход доказательства, приво - 
димых здесь теорем, но сказывается на оценке, которая понадо- 
бится при доказательстве теоремы 4.4. 


В пространетве R kh расемотрим оператор 


a mA, . р J 
L = 2 by (th a Ah 5%, оч к 


о 


7 


wth 2 -th 2 
причем операторы ch ree th 


395 


действуют первыми, т.е. | х/ 


L (8,284) ФС) = L; Ch $s. 2%, Lary AICA) 


- 4 2. 
= db 1(рьва) $" ря) 

Пусть сужение 7 оператора 2 » определенное на 
множестве элементов из Ry `, обращающихся в нуль при 
Xn, =0 вместе со своими 47-7 производными по 

The, имеет обратный 2 =. 
Предположим, что выполнены следующие 2 условия. 


‚ и 
Г) ALR СУ, 
2°) Существует единственное решение уравнения 
A 
Ly=0 , (3.0) 
удовлетворяющее при = T,,, =Zo условиям 
у 


%, ЕК; /=5,..., arnt t= Ine, 


при ел... <Т , = Такое, что 
Aye й Te t,20 
Очевидно, что если выполнены условия теоремы 4.1, 
то выполнены и условия 1)2). Это следует из леммы 5.2 


х/ Здесь $ ^^ $“ при Ast (cm. ra, 
2§ 2), т.е. . 


Pr кн Ро вр 
BO" gp) = Саи Де дер 
$ $,--- fe $. Sx 


$. -$< (Im -H/2 
SO AY red) Le “FF 5) 


пре A=f, те. 
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of 


2, Пусть 


у (р... » Pe уни Cres gh) = Е Lane ty AJe SHY) 
те $C p ) = У(рь-- Pury Luter, Lye ) ECM, & 
QO Pay) Pay Letty» Xnery A) — 
-бесконечно дифференцируемая ограниченная функция при 
OSAS4, OS %,,¢T 

и финитная функция аргументов f7,..., Pe, Tarty--y Tm 

CO значениями в счетно-нормироваином пространстве в “ 
Для упрощения формул обозначим Pes) ---» Pari 

через Fest 2---2 ТАН ‚а Hayy к : через 

и, --› On » соответственно, =f, при 22^. 

Теперь мы можем обозначить 


ф [ЕСИ А)= LPs x, A) 
A AOA ^ _^ 2. i 2. 42, 
дер) = LC tags ры S00? В 7g 4) 


we soe = Zo + om, 
2° Асимптотическое разложение лигейного диференциального 
оператора с частными производными и _ операторными 
коэффициентами. 
Лемма 6.13 


Имеет место следующее соотношение 
Дор, А) °° а) = Ф LL (pap sop 


nel ° 
21. 24 aL we ws te, 
vik] р 27; с. ft Ket 25? 2х 7 #(5; 2, ЗА Эр 2p; 77° 24. 24; 


A. io £9) 


WS oats дей 2 PL 452, 
ajo 90:0; PF 7 Li Ле OP OK DOF Dg Og; be у 


-¢ ahd +5, 6 В (р, Zick) then” 3. (aa) 
| 397 Gv 


В (=, 2, Pr 2) = ПОЗнОМЫ fi-roro порядка 
по рн ye? & (ее, L? =k (зря: OL, 


Доказательство: as a 
Обозначим через Д, = д (9,% В 5,4) 


оператор, о следующим образом 
т Yo Li | ore ap ath ip Mem PoP Pay AZ cho xv th 2 А) 


off fey Lae, ол, 


are A AES Ae a des 


LT. ce ek Gi UA “fe 59, ии иди 


W (p', a; К) Л ох; flap] 


42/ 


Очевидно, что Z = 2 , а оф 


Рассмотрим пространство Ce [ R oo me 
функций or р»... fu, Leer, Los A, О=А=4 
os Аза, os Iplse, 2$ I 5—2 
со значениями в 8” и пространство 
С a [R a po функций тех же аргументов в области 
De het, PREM, FR, A SIP} 5 
oe fale = со значениями в oe обрава- 
ющихся в нуль вне интервала —с^ < Tas, $ ао” 


Пусть fecha Yr &CSfR™oh = 
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при OS Xy, $@. Положим 


6$ , 
pe PCP x, А) ear (р 2) P= Pry. Pes Le Ме, 


Очевидно, что р ф. = Ly 


ци OS Ly, $A ИРА We 
может быть представлена а о ВИДА net к ) 
> + (> $, % -2 aP; 
ha =x) Jd in 
Ly,» Teenie ste) J. 1% „Де, 0” # ; 
к ae r_? 
ils © ях a), Ух Ines ‚ м 
[4Е яя киви ие" Лад Дие' 
as ЧЕК (=! 
Обозначим через I,(2,%,5, 4) интеграл вида 
ae (1%, g, h}= 


оо рр рт gx’ , 
„Дет WE Pend Е ae им Пар 
т} , 32 
Пусть 52. - носитель функции. ф (=, 6) 
Обозначим 

- 3 Оле 

Roe 2162), Qe = F(R) 

=.) net, bed, & 


Возьмем финитную функцию Ф(®, $) ‚ носитель кото- 
рой содержит область SP, = Л SP» aes Ges И 
причеы Ф(7$)=1 в a 1$ Е Po 


399 


Рассмотрим aurerpas = 


в 
Los (р Ade ДПП Ndp, (1- $ins))e” (75-54 a) 


OES 0p! oie £ (px!) 
Lf leth et E54 asawet™, 
фев, в) LI] ae; Nae} ] 
Из определения «=P (7,§) следует, что 


Ty, (2, P, A) отличен OF нуля дить при 7, РЕ SPo, 
т.е. пи Fe Grad, 9), р-р S(ple!) 
Ho ecm 7 ¢ Е Sp, ‚10 «T,(7,%, §, 4) He 


имеет стационарных точек. В силу леммы 6 7 


T(x ph) = T3(ap A) ОСА”), 


a7 ED) 5-5 (в) 
ta fine PEN LG 


где 


4 2 / р 
ek ZS О jhe” Я " Л ded! [] dp % 


x@ 


(34) 


М - любое целое число 
Для вычисления 1, ($ р A) применяем метод ста- 
ционарной фазы. Стационарными точками 


° 10 , yy ’ 
fu, | , (ap = den, dy a 
являются решения системи: 
. 0 №) 
"ae, 282277. oe ty Hedy 
x =<; , ог = 5, Je keh ony Oth 
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WSS 2'°)__ 7 0’? 


/ . é Я Cetin k 
тр С: {а =P 
Эта система, очевидно, имеет единственное решение 
e 28 › x) = ж+ п. 
я = ов gre 5,...) 5 
J 
ee 
© 98(px : 
= = 4,.... к 
РВ 
Поскольку определитель 
0 Idi 
5. re 
i оо |1, 


оо м 


то можно непосредственно применить метод стационарной фа- 


su К ]:(% pA). 


Применяя метод стационарной фазы 
к Т (ар \) и учитьвая, что 


26-1418 
401 


I (x, p,4) = Is (2, pA) +O(A"), 
получим 
£ SP 


ITiaeprAae "be ras 


2+! ; ZL’ 
tih | % (1%, о] 1 4, $, oe: 5+ 
и й Е о: “fa! 29; 


к 
13 q2 3G > @,, Ae 
=) А +22 1 27 = as, = a5." “2 J 92. ap; > 


и к 


о pens 


УР Я 972 27 dp. (sy fake! у т og” Jone сы ё an 25; 


ne А) Yq (aprh) + 


м 
В (5921) Pr (Beh) th ее FG 


12% 


Зэев Д° “L609 41.0 7: --3, sa. р 
JS 


Cady [eked uy td, 


В (x, $, 2) - полином 2: -той с"е- 
пени относительно 5, 1,4, &, Ce; ay, byt, hy 
2: 5 fof - xospjummentu, зависящие or p и № 
Опредезим их. Пусть LID BA $i А.) = © xconeb, 
тогда, очевидно, 


+ 5 (=) 
TlapAy=Qe” Cp, X, А) 


Из (5. 4} следует, что Da =0. Пусть теперь 
Ll SPR FAN = 2+ F 4h - 

В этом cayuae очевидно, что (хр, A) можно пред- 

ставить в виде 


$ $2.) 
тыр [40-2] е” — tyipad) 


Следовательно, 


£ $(р=) 4 28 
Тернер. +9. 


1 (0Pr OP 
«ih (ME - т: ) 


Поскольку a4 Tae 2h, =; 
= a “of? 
2 9% 
De 2%, ) 
Py 


26 =, “ Ge 


$ а, oper fewtdn, 9+4 6.5) 


Пусть далее L(G 6, р, $, A) = 2: 2 Ты 


В этом случае ; 
gr $ 9(р=) 
Tle p= ть om a + oe € £.(p,x,h) 
Следовательно, 
+ $ (р) 28 27 re 25 
Tim pk)ne в Beg, 2S И 


Е р вела, 


(35 Mr , 28 rw, (bn 229 р 
~th Case 25. Xm fe) th (eae, aaa ie 


Е , (2S 21. OS и] > 


Ce Jus Wi Dp” Oy Dp: 


из (24) и (3.8) следует 


Qj a ae We $. (8.9) 
и) 
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2 
4+ --2 f $. 


296 (3.10) 
Подставив . ay, Г: г] из B.9)-(3.10) в GB. 4) , 
подучим 

x 2 £ 2 2 
2, & [a ee os 2 _ 3.71 
НТ Пра 28 25° ee 
„+! 24 
3 4 -f5, TE He 
oft si i 27 ? b fexes = 25, 25,° 6.13) 


Пусть теперь 7 (4, хр 5, A) = PrP; + 7. pe 


В этом случае 


ESO), | 
T (xpd) «(ih 2. 7. +P в)е* ое А) = 


| 


= (рух) 
=P ре o* Pipe h) 00 (Ас, 2 и, 


rih Pp oe) 


Поскольку VL (pH PSA =f: %y ‚то из 6.4) 
ia 2%. OP; 
дует, что 


269-1419 405 


и 
>; ay 9: be; = дне Pose G.73) 


? 
Предположим, чо  Д-2 9» *Д, 5, 
Слеховательно, 


& + Sie £809 
T(x, pA) = БА” on DLm € "Delon 4) ch py Be aX € yx 2x4) 


(ЭГ 99 28 28 2» 28 2 
me [- 28 , tee tth( Be oer 22 = )+ 


2 : POS 3 
a А oe АРС h 2 tr» Me 


(3.14) 


oy ee 


Отсюда и из 3.4) получаем 


п+! 


at 
SS Opp. a OS 
fee el 7 у РИ 


Отсюда 
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L . 229 3. /5) 
бя ЗА 2х, # . 


из 4) в (3.4) следует, чю fy =0 
Из соотношений (3.5)-3-7), 6.-(3./3), (5. (5) пря 
O< X,,, № следует равенство 


о к op SORE 
1. =Дь-де* Ява = 
Sf fits fl ae, е tye 2 


“Gen Jeke 
| 4 
4% Г [уе ($ 98 - £5 GD a 294) * 
| $ ') nel K 
eg crash) Le Nal] = 


* fate a [ ge Se 2 oP ae 


37 _ 
2 ИК я ° oy 


adel 


29 id ae 
м Е _ 
28, 2, 3 2p, р. OP 29," 27° = ker Ox; Ox, 25; as} 


м nee er 9 eh et ~ 
~2 > р 222 902 25° 2g ae г 
— ЖАРА], 9] на, sp.) * 


$°= grade SCP, x) 
15 b RZ PR) is д 2, (рх x A) (3. 76) 


В силу того, что 

^^ д ^ Pro Ре 4 PR г 
ВС, р, $ А) $ ф(х, р, ^) = Ф ЗА LY, 2. 
® hi Pe ртоБРашает R, 8%, 


мы подучаем утверхдение леммы. 
3° Случай бесконечно-кратных термов. 
Рассмотрим оператор 7, (Pp Pty, Bre 19 U4, neds А), 
в счетно-нормированном простран- 


стве PR, . 


Напомним, что. mA 


A 
LOB ves нь, Crea gh) = Ae) Lhe yPnyLy Арль 
м=0 


A 


Led, р =-А 2х Ре. Prey eth 2 2 GAG 
a операторы fi действуют "первыми", т.е. 

(А, рн Mae 9h) P (Lips Hn) = 

BOOP орон $”) 


Мы предположим, что 
L (Ps, sey Patt, С, у Tred, o) (3762) 


является константой в В - , (зависящей, разумеется, 
от параметров 4“,...) Lnes; a Pres ) , (т.е. соб- 
ственное значение оператора (%%а ) (терм) является 
бесконечно-кратным.) 


#08 


Здесь L(A, 11 Pass бони мдм 2 da (р хоромы) Pang 
Воззращаясь к нашим прежним обозначениям, переобозначим 
Е (Ру Poot зи Tan she) через 4(2,%2 5,4) где 
== = Layer , ¥* бе Зее 2 Puot yoy Pres 
Через L’ odosuewm Д(7,х,рро) , равный (3.16a)*/, 
Таким образом, L°(7,2,P,¢) есть многочлен порядка ле 
относительно = фл, ® Pay, = Предлоложим, тю 


I) Полином //’(2,2,2.Я} имеет действительный корень Fass Pas, ™ 
#\PresPartyeady” HOOTORMHOM кратности и, следовательно, 
91° al? | 


of нуля, 2 Эр Отлично. 


Prey Ария, „ть 50) 
2) Оператор ((А,--, Pas Prog » Ba jury Xn, be) 


зместе CO воеми производными по пераметрам и оператор 
- exp { itdL/dk},_, 


отображают В” в 8”. 
3) Выполняются предположения ат, 10, $ 8, 


При этих предположениях для достазочно малого # 
существует, очезидно, решение 5(6)=$(2, 7%), 


Р(Е)= P(%,fo,t), X(E) = XX, Ps =) Xe oy 90 Tog , А- ия" 
системы 


ye w- 2A р „ QA эА- > А x (24,44 
x, д’ And 34-7 Ep „; 


`х/ В обозначениях $ Ira. 4 L°= 5% “Хы Д(ркдр) 


ХХ/ В отличие. oF обозначений $ I гл.\, где корень р... 
обознечелся через H (вх, 4) 
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которое удовлетворяет начальным условиям, отвечающим локаль- 
ной карте типа Й, лагранжева подиногообразия, т.е. 


5$(о)= 5°( Pas 14 Pow 9 Cowes ›- 2 Ton ) 


$ . (3.18) 
P, (с) Pi beh Ky <) (0) Lop [RKO а 
x; (0) -> = Loe (Po pene Poe? Lowe ony Yon ) 
of . 
C84, & (3.19) 


. 95 vn, Lond 
В, (©) Е =f, (р, ory Pou youn lettuce > 


Для достаточно малого времени # существует также, очевидно, 
единственное решение 2: =; (A,.--,Pu, Cae; son, tn, & ) 
Xo = Kor { Payers Pay Зе, +4 Ha, bE) 
веязной системы уравнений ; 
Pr (Pos ›.--› Pos Tower y sop Tor, t)=p, Ord 


x; ( Pos y.-+1 Powe, Nous 90°) Xon »t Jam 2; Sekt hy he 


Сохраняя обозначения леммы 6.13, положим там 
50 рух) = 5 (10,8), 
где х,=2(2,8%), Р-А(х,В:) 
Как известно, в силу теоремы Гамильтона-Якоби pei ения систе- 
мы (5.17)-(3.19) удовлетворяют также системе 
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a Е 


ax. 


de 5 (naps) Je kth on, ned, 
о as ° . , 
где Ve Пар › я - 2$ ‚ с=1,..., М, у=к*4 in Att 


Ox 


Следовательно, справедливо равенство: 


к. 
_S 96 94° + И on" _ hf 3.20 


Рассмотрим оператор, стоящий в правой части формулы & 1) 


в фигурных скобках, на который действует оператор 


$ Pr Ре Обозначим этот оператор чррез 


Таким образом, формула (3 4) nepensmetca в виде 


р $7 ФА py + д” =, 6.21) 


Сделаем замену 


где 


4{T 


9= В (ры Жи, 9,8) 7 
) D (Pos y--5 Pow s Ho ited.) Lon, To) 

Тотда 
de = Ед д (=- 


tuk hd) 
В сижу леммы С.Л.Соболева / 7 / 


fark af 


tad 


к, 


/ сщ4 145,85, nA) 
pha 35 =, (8% 1s) 

2; ° a 

a OLS go ee ae 
ced 21;°Op. дл: OU ел AY bf 


net Dh? DS вы и 22/° 
в — 20° 0g,’ of 


S 


G22) ; 
2225) Wa 22.25 р 
Orca het 4 
5, ob fh (7 dL LG GL 
Ro= Ru =e {# ‘жа Fs ap м 
13h | SLR В (52,2) и} --СА (Auch Bx), 
20 tse 


ПОСКОЛЬКУ в этом случае A C45 X,P,§-Y) =O 


4I2 


Рассмотрим оператор 


Ри =-сА( Ам Ви) (3.23) 


1de a ag pe 24 | : Sip 2 ра 
= _ ( = ; OF “ga UA, 
А-ж-а 12 У i Bid, рта 


Обозвачим через A сужение оператора A ua 
множестве функций, обращающихся в нуль при C=O. 
Очевидно, что -* существует. 
Поскольку А (x, PP, 2 ) выражаются линейно 
через производные or Д по параметрам р, <> A, 
а последние по условию отображают Bs себя, TO 
ze Pp. (1B 55) отображают Be 6 ce 
ба. Очевидно, что, ecm f(x) ER, и бесконечно 
дифференцируемю в Ry ‚10 Pp: (%, oP, ete) CR, 
и бесконечно р в ЛЮ. 
Далее поскольку exp] i 2 ae espe } отображает 


В” 4 B” . i решение уравнения 
A v(t) =o, (6.2%) 
удовлетворяющее при t=0 начальному условию 
v-| beg = 1% ER, , бесконечно дифференцируемому в 
Ry ‚тои WEE Re и бесконечно диффе- 
ренцируемо в К, . То же замечание справедливо и 


относительно оператора Я" ‚ Поэтому, действитель- 
но, (A'B)” v(t) ER, мля любого //, и при этом 
бесконечно дифференцируемо в R he 

Пусть = (¢)  - решения уравнения 6.24), удов- 
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. 


летворяющие начальным условиям, бесконечно дифферен- 
цируемым в R ree 
Анелогично TOMY, как это было сделано в лемме 5.5 moze 
но доказать, что р 
-1 n- 
jesse 2G B) ve) 
AzO 
удовлетворяет уравнению 
NL — 
A uy + A 8 Uy = А, 2; 
me 2, А». 
Отсюда следует, что 


A zs + И S(p,x) 
Pye Pre ${в-х) fac Pe Pe у ma 
oe eon Howth DP ae =. 
Net __ 
*ZilwtWeh B(x t) $15) 
5 (ЕЛ, 
в силу того, 770 ONEPQTOP $? О Ry а к, 


flo условию Ра решение Е V, уравнения 


и =, (26h) 
Поэтому 


a Pr.» Pe Ls №:1-% 
р ($ ее ^ Им-А ur)=0 (3.26) 


Поскольку /'/ сколь угодно велико, то отсюда следу- 
ет 
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Теорема. 6.1 
При высказанных предлолокениях 
существует решение уравнения 


д p(x, t)=0, 
представимое в виде: р + $ (Payvmy Ре, кн, Lay Е) 
U(x, t)= ——————— x 
(Pryomy Paty Хань...) 24° 


DC Pos, Pox, Ямы. +, Hon) 


_ -. nel 
x exp | ese ite ea 22h) atl * 


и 
x У кф (Pegs, Perens Сл, a] + A" 2 (@,64) 


>. 
и 
Ss 


Le 94° 2L 
on ый 
К 9” 200; ’ Bh be 
ax 


- (ty fy t), р-А (Е), 
Ln, £) = S( tal PG), ред) 


функции 


a S (Pay 4 Pr, Ler, my 


45 


Ps (р... Pay Жен, ny Ln, &) = 
—некоторые бесконечно дифференцируемые функции, финитные 
п Р и со значениям в В у 2/2 R, 
» причем 
fo (Рь--› Per, Letty +4 kay t)=H( Po1,.- Poe, обоего), 
где $ - произвольная финитная функция. 
4° случай конечно-кратных термов. 
Теперь мы предпололим, что выполнено условие I} теоре- 
мы 4.1 ,‚ причем точна A (P, Pwr, tt) (Тем) 


конечнократна . 


- 
Мы сохраним обозначения и предположения 7), 2) Л 
и предположение 9 14, $2. 


Основные тождест 
Пусть Хх а ре -  ортонормированная система соб- 
ственных векторов 


= = | =1.... 3.27 
Lh A= д °Х А Х. ted, ,@% С р 
Хх, - {. (L4, 0+, Un, & Pry Paes) 3 je 4 (X1,..., Xn, b, Parnas), 


т. : 

a 49°) № -  ортонормированнаЯ 7 
о О 

система собственных векторов оператора (4 ’) . 


ПА Я: д. бе G28) 


при том же значенни «= A= A (Xy,..., Zn, 6, Ри... „Юн. 
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а ee ane 


3) a) (Ye, Х, )=48 Qe ; 


+ 
Вы abit 
Продифференцировав (3.43) шо fy, , получим 


2h? y 2° 2h Dd Es 6.29). 
ap te op = 55 Xet A 


Умножая скалярно это тождество на Хх; и учитывая 
(3.28), получим равенство За. Аналогично из 


2L* Dae L? 2%: ео ое 


фк, ‘ 2 у 


получаем 35. 
Продифференцируем (32 9) по Te. Mx получим 
PL? yd Whe , DL" ae „рее 


—— 


Py Diy! he Эр ~ Dy ra Wy ea 


_ A ва 24. эх ЗА WX: ee 
"9p, Wy, ~! "OP, Эн We WP OH 


Умнохая это равенство скалярно на x получим 
ae 24 24° 2A 
4a) (У ’ Of, 25 te) - DP, dtu i, ия [95 ARS 


ы (Xj ol Os ~ Эри pa 2% 55, 
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27-1410 


и аналогично 


2 
4g) (4; a ee 2 ct 


2% 
ji? on a др, 


Г-н ] 3) 


Обозначим, каки ранее, через R оператор, стоящий в пра- 
вой части равенства 6. 4) в фигурных скобках, так что 
равенство @. 4) переписывается в виде 


L gh Pry = ph PK р + Sp, ру, д”. "а, (at) 


В этом случае мы представим № в вме 
Re -А+Я КИ. , 
где 
A-L(V% Pp, Bea 


K 2; 2? 
р. 24° 7 24° 9 _ g/g 288 DIL? 
ц- [2 aoe и ре В и И 


= 
ae aa Dy ae 9 g nel aes ay? _ 
ale Dat; De Ley 25, 25, ger аки DP: ax, 27825" 
[2 о ` 
221 ] ‚24 
: 2, 24; 0p, J} Dh | Axo 
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Очевидно, что решение уравнения 

A X=o 
существует, когда X принадлежит поппространству собствен- 
ных векторов оператора 0" » т.е. S (р, 2) удовлет- 
воряет уравнению Гамильтона-Якоби 


25 25 = 
A( 33, x, p, 38 ) о (3.30) 
то Условаю 


ДзА (1-2) 


Qo 
имеет обратный в 8 и оператор 


[А (4-22 (1-21) 
определен на всем pte 
A есть сужение оператора А на подпространстве 

(4- P,) В” ‚ имеющее обратный. 
Для того чтобы можно было применить лемму 4. 5 (теории 
возмущений и найти такое Y , чтобы 

р p= A “2, ’ 

нам нужно существование —// члене теории воз- 
мущений, 
Так для определения первого члена асйтотики в этой 
лемме требуется существование 

выражения вила 


Аи x 
Это означает, что Ц SE D(A") » т.е. 
ian VX =0 


Предположим вначале, что размерность т, подпростран- 
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3 
ства собственных функций оператора 4 равна I, т.е. 
точка Л - простая. Тогда условие (3.30) примет вид 


а = (3.31) 


Скалярное произведение понимается здесь в объемлющем про- 
странстве B# . Поскольку ie = ре fo ‚ где 
WXo lat, а Poe (ры. pa, Lary Жи) — 
скалярная функция, a,C другой стороны ‚оператор (\ есть 
оператор в R hr » включающий дифференцирование по аргу- 
ментам Pye, Pr, Lary ory Я.) 
то уравнение (3.31) y которое, очевидно, мы можем 
переписать в виде 


(цх) #-о (3.344) 


есть дифференциальное уравнение для определения функции 
fp (Pryvry Per Heeger, Kner) 

Совершенно аналогично в случае 7 -кратного собствен- 
ного значения A > если Nodes Nor a 
ортонормированная система собственных векторов, То 
уравнение (6.314) можно переписать в виде системы 
дифференцированных уравнений для определения скалярных 


коэффициентов You,...., You при or, ..., Kor 


(Напомним снова, что хотя 
Yo. = Gor (ль, Рк, =“ + Xe, 


ана 
являются функциями параметров р“ Pk, Tats y sy eed у 
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но являются функциями со значениями на прямой, т.е. ска- 
лярами в пространстве Be . Векторы же я оъ, 
являются функциями +,..., Pes Laer, +, Kae 
HO со значениями в Bt ‚ причем эти векторы по 
норме в В* равны единице). 

Система уравнений, эквивалентная (3.37 2) имеет вид 


РО) о мет 
Je 


В силу леммы 5.5 для вычисления следующего члена нужно, 
чтобы элемент 


ии) U3 Gh 
J vd 


-t 
принадлехая области определения оператора А » т.е. 


РЯ, У Sty Hou US ty Yb a0 


Таким образом, 
Вия, LUAU MEOH 


и мы получаем систему уравнений для определения 


ti =; ( Puy Pry Luvs 00) Ens) 


Аналогично, очевидно, DJA к. -того члена 


fae Lat Я" 2 ИХ, 


мы должны потребовать, чтобы 


ы 421 
21-1413 


Я И: € DCA") 


Таким образом, 
30K И Lj) Pay -9, (332) 


re ‘fF зависит лишь от ф. при ¢<% ‚им 
получим уравнение для 

Px, = Pry (Paso „Рек, “) Lavi) 
Итак, задача сводится к отысканию дифференциального опе- 


ратора L =( % *, и Xj ) в пространстве Cw 


и доказательству существования решений уравнений 
Д4=0 я Lp=F 
me Pec” д FEC (3-33) 
Заметим, что оператор  (/, состоит из суммы 
вида 


где оператор R ‚ ве содержит операторов дифференциро- 
вания, а является оператором в B” ‚ зависящим OT TA- 
раметров Parry Реми, Иль . 

Поэтому 


EGU) 3 -2. LE (ey ae) 24. _ 
5 (ig, 2 ha) Be Fo 5 ай 


И 2 
где Asp — 2 secraxe аки параметров /,-., Pru, Kary: Lay 
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see etary, 


B силу тождества 3) 


2 (SUL) he ie 22 4, - 
lo (8.34) 
= Be Zh, ) Fay её ane Cs 2) asp 


У=КЫ Эру №. у 
где & - производная вдоль траекторий системы 
Гемильтона, отвечающей (3.30) 


Отскда сведует, что решения уравнений (8.32), (3.33) 
существуют. Дрлее, применяя рассуждения (3-25), (3-26), 
ми приходям к асимптотике решения уравнения 

Ly= О ' 3.33 
Ham, однако, еще нужно получить решение уравнения в "яв- 
ном виде", т.е. выписать матрицу iz в (3.34) 
Для этого мы воспользуемся тоядествами $) - 4). 
Заметим прежде всего, что 


ие + (LE Е. Che) 


op! 


5 (00 5 5) ге}. Rs , R= Х, RSA) 
Gx; 


Уеки 
ле 0/6 р, « O/e. < обозначают полные 
частные производные по независимым переменным Г’. -, PX» 
Het, ~~) XLnat ‚о т.е. 


к o 
Г.Э 22% 22% „57 We 38: - 
др; of * 2, On OF; 2 Ue 27: 2p; 
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dx; ve) 2% 8% Caner age ox 


K att 2 
ake 57 We BS LS OMe 25 
ox 2, 27, Эру р 25: 2:25) 


положим 


где 


(2х9 - DCPs Prey Letty vy Hy В) 


(ры foe, Honeys, Hon) 


(Prov) Pay es) Xn, & = ревене системы Гамильтона 
р=-эл/2ж, хь24/Эр, &=24/2Р,„,, —› причем 
{(0)=0, а рах ужовлетворяют услевияи (3.18) - (3.19) ). 
в силу жеммы С.А.Соболева /7 17.7 удовлетворяет уравнению 
(em. 20.5, $F, -nptdne menae A} 


Aah 


а 41.9 DA Я 2 24S 


+ = + 
ar 4 09," Of: pel 28’ 2 
2 22 м ал 244 
+ о ги 5. os ar Ee + 
2. р 25; т OX; fi fee 27, 25: 2.2% 
из! 22 
+2. 5 
Jjektl 2х 5, 
Подставляя 


df Г: Ly a 

ee ae EAD) 

в выражение для оператора U, (см. Gs 35) ) и 

учитывая тождества 4а), 46) вида 

net 7 92". OA д. 

г {Cx ioe 292 ag ald 

ae 7 ae! 2х 2 2d! 72 }. 
я La, [34-2 тр ОГ.) 


“2 + 

=4 = 1h), x; эх. }. ty ae a te BJ) 
и aH гичные им, О. ‚› используя равенства вида 

e 


OS. ie 28. 


г 9х, Ox; 


0A а - 25 25. и 
25; ot > ° OP: ft SE DX; е 
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и аналогичиме им, сзедующее уравнение для вектора 2=(4,,.., 4) 


где Y - матрица вида: 


“= (Х,, Ae) a S's, (2A 3A) Ue 


net 22. аи 
-# = 2424: К op 2). о | (3.36) 


Оператор "СХ, ) Y, Xm) a 2 
соответственно, имеет вид 
ay 
Отсюда следует 
Теорема 6.2. 


При высказанных предпохожениях для любой фимитной 9 (p,x,t) 
существует решение уравнения 


“A 
Lw=o 


представимое в виде 
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pe 5 9, =. 
late BEM РАО 
- Yef jo 


Wel 
+h 2, (4,44), (3.3%) 


446, у. 4 PY t) - некоторые бесконечно дифференщируемые 
фунащии, финитные по р и © co значениями в 8°, 
4, & Rp » причем Ly (p,% 6) 


удовлетворяет уравнению 


ab Er YY 20 Yo (You, +, Yor), 


(Вапомиим, что функция 5 (РХ,Ё/ - действие - 
удовлетворяет уравнению (3.10), а нроизводиая £ 


берется вдоль траекторий системы Гамильтона, отвечающей 
S(p, x, Е) 
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ГЛАВА ?. АСИМПТОТИКА В БОЛЬШОМ РЕШЕНИИ 
АБСТРАКТНЫХ УРАВНЕНИЙ. 


В этой главе мы докажем теоремы, сформулированные в гла- 
вах 9-4 При этом в основном мы повторять эти формулировки не 
бухем., Лемма о локальных координатах. 

Прежде воего мы докажем лемму о покельных координатах ‚{лемма2й 
которая использовалась при конструкции канонического опера- 
тора. 

Лемму о локальных координатах мы сформулируем в риде двух 
лемм?Та 1716. 


ПеммалТа. Пусть в точке о/=о(° матрица 6 = 
=| 0%: | пр имеет ранг 7 C2, Тогда су- 
до; J en 


ществует такая ортогональная Ах/.  -матрица || Bey 9 I, 
что при каноническом преобразовании 


#4) = Zi pg A GC) 5 
Jel 


(4.4) 
Belo = 52 fy (9 By) 
fF! 


равенство 
99} . 
выполняется для всех 730 sH#, S/S, me Kra-v. 
Доказательство, Существуют такие ортогональные матрицы 
(4 =0, (“°) и (С, =С (f°) , что матрица 8,=2 BG 
лиагональна при of = of ° {см. /20 /), причем её первые 
К строк состоят из нулей. Очевидно, что первые ^ строк 
я 
матрицы 8,8, C2 = GB тоже равны нулю. 
Докажем, что (*%-(%(>°) и есть искомая ортогональ- 
ная матрица || By (0°) I. — Положив Bd) = G 76), получим 


C¥/ daa C, 0p / em - 98-8. 


eb 


Oremma следует, что (22. 2/9) ap =0, Petey ю 
Преобразование (2 7) оставляет инвариантными скобки 
Лагранха. Лемма доказана. 


Лемма 7://° Если ранг матрицы [27 teas равен 7, 


Ke h-% я 2$) [Del (=o apa” sk, dsfen, 
то матрица $, = 12 (92): / 25; Negsn › 
где 


Ce ls See 
y; (ct) пи сок ’ 
невырождена. 
Доказательство. Умножение матрицы 6, справа на 
Cs эквивалентно ортогональному преобразованию координат 


Е he виа = (С, =. Поэтому 
в, вс, = 12% /оа) | 
Поскольку в матрице 5 при o=0%° отличны 
у ~ . 
от нуля лить члены (29: / 22: erect? пи 6 7 ‚ то 
из условия (2.2) 24.4 следует, что (43) 
( 2%, 135; dee = ==” 709 при 62K И /sk 
Доквхем, что  С/2Ё IZ PA Eis ‚‘и=О. Предположим 
ее. тогда в силу (13 > ранг прямоугФьной матрицы 
= [27/2 I: re при =o? мень- 


ше _ : ть xe матрица | Fo / da; yaw? (seen 
равна нулю. Отсюда следует, что ранг прямоугольной матрицы 
вида 
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Е [А 
de; dad? 
ченьше и , что невозможно, поскольку { # (=), ры) } ~ 


И, -мерное подмного‹ бразие, Полученное противоречие 
показывает, что 


что и требовалось. 


о ~ = ~ м ~~ 
Координаты точки © вида с -А ук, Fier! Gn 
(К=п-т) будем называть фокальными координата- 
ми точки a? ‚ а соответствующую плоскость - фокаль- 


ной плоскостью. a 


$2. Доказательство теорем об инвариантности 


4. Мы докажем теперь инвариантность индексов по моду- 
лю 4 ‚ поскольку дя определения канонического опера- 
тора достаточьо знать лишь такие индексы. 


Если некоторая область СР СГ взаимно одно- 

значно проектируется на плоскость 

«у г ow = rT РИ 

Я, 5, =... 90 ky = Peja =... =. =O, 
то будем писать 52 С SP, , ‚ а если одновремен- 
но проектируется взаимно однозначно и на плоскость 

FY 2 = = 2 =r 

$. ==. = Я», = Pres! wee B, =i, 
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~ = 
то булем сокращенно писать SPC 92, Sex, . 


Если точка оС приналлежит элементу покрытия Ob, 
ый — 


отвечарщему карте Ср» ‚ то будем писать « € 92». 
~ 
Точки « € GPx поставлены во взаимно одно- 
значное соответствие со своими проекниями $v на 


~ 


плоскость 7,=8, = =% = Por =. =Pn =O 


так, что молно писать Ye Gx (=) 


и a= ol 9 ‘<) , 
Послелняя функция опрелелена лить на проекции C5. 
области, отвечающей GPx на 


указанную плоскость. Обозначим: 
o~ —^ ~ 
Jy = Don) / Dive , qe = Ina By 


Пусть S(a) — некоторая функция, улов- 
летворяющая уравнению 

OSC) / да; =p 9$ / Ox. 
Обозначим 


~ at о 
=[1F. |" pea) exp TiAl в AG =) wae fi) 
где ф(«) - некоторая гладкая 


— 


функция с носителем СРС Ge 
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Соответствующие величины, отвечающие $ к) 
будем покрывать двумя волнами. Обозначим через Ф $. об- 
ратное а а и 

р CA ыы = AS 25; 16... #5 9 
hy = т ЕЯ [о WG FAG 49. AN 
В случае, когда носитель функции POG, 9x) равен Л, 
интеграл нужно брать по Ю 7 
Доказательству трех сформулированных теорем MM предпошлем 
несколько лемм. Заранее условимся, что все равенства в леммах 


wy 


72-975 и доказательстве теоремы 4.3 мы будем понимать 


в фактор-пространстве 5 (см. гл. 2 § I, 2°) 


Jlemma?2. Пусть носитель $2 финитной функции Я 
принадлежит лагранжеву многообразию /’-{9(=), PC) } и 
проектируется взаимно однозначно на координатную плоскость F 


и на плоскость 9,=й, =... 2. = Рем = = 7, =О, < Gn 


его проекция на р 9, = = = Za = аи "Ри =, 
Torna pupaxenme pf * их ($) равно т, е- НЯ 
при Yc Е &, и равно нулю при Yr Е xu. 


Доказательство. Для вычисления интеграла $ Fe ия G) 
применяем метод стационарной фазы. Стационарные точки 
3B be 9.7 р 6 =4,.., определяются из системы 


Я = 
2520. P: › bad, (2,2) 
Прложим в (sy . 
Be Reed, BARD А as) 


DSB) „Б(ыф)) д «(да)- ори Fe $, 
oF 


то система (23) удовлетворяется при 7:9. (5) й 
=4...Ю. Положим в системе (23) == ( 7.) 

($ - Pry Ре Berry Fn). 

Получим, что $; = &/=( 7), 6=4..,^) 

являются решениями офстемы (2.2) при произвольных 

de € On + ’ oe es Bs Jit ® 
О.Л омимния. 

Если 7. Ey. » 70 ees точки J, (-4,..,^, 
не принадлежат области, в которой подинтегральная функция от- 
лична от нувя. 


Едирственность решения системы (22) в области 
Ye Е &бк следует из того факта, что 


aot |2 reg )) | - 259/07 о 
1] =3.-к 9, в 2%. (3.4) 
ы % (=) 


Условия применимости метода стационарной фазы выполнены, отку- 
да ощедует утверждение леммы (ср. /54,3,4)7) 

Лемма 7,3 __ Пусть воситель функции P(x)  принад- 
лежит пересечению 52., ( Sug _› тогда в точках 
р Е xs ‚ таких, чо (Yu, ) является неосо- 
бе, имеет место равенство e/ 


ita Or Pe = $ Р fa 
\/ Здесь $* $ “Т.=$ “$ о) 


28-149 ое 


& ~ te in (Fe -%, ) 2 
bs hb Г. ager <a (2.5) 


Доказательство. В силу земмы 712 в неособых TOW 


= ит = (2.6) 
фи Oe ae ae 
roma ET Bw 
aes eee Jakks (2.7) 


Поэтому в силу леммы 7,2 
In Я сои в о ФЕ 
BM Bh Taek оне Е , 


(9.8) 


что и требовалось. 
Лемиа 74 Пусть носитель (ol) принадлежит 
Qu, n м, ‚ тогда имеет место соотношение 


rye ™ - некоторое целое число, не зависящее от Ye i 
Доказательство. Рассмотрим интеграл 

TG Fn, Pe = 

4 (Yu, ) —- $ Ф a, х 


имеющий вид 
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x е (uy -«,) Merk, 


TY.) (any exp fiAl S@)-2 FG a)- Fy) 
К» dz (3.9) 
-exp|[-iA = BF ] [2вы/ Dj.) фе) Ap--Ap Ge. LG, 


~~,” 


где = By 8, , дер |=1, Ч ( 9) = 


Для вычисления интеграла (4.9 J применяем метод 
о “45 

стационарной фазы. Стационарные точки Я, > р » C= tye, 

f= 2...) А р определяются из системы 


к: . 
D(S@)-S! 2,8, (a) 
0( SC) = 24 HO) =-% , JFL ey А , (2.70) 


oP, 


к 
3 (52-2, BG (4) & ~ 
С-В ss Ps Byy-B =O, у, GY 
29, J 


Как известно, „ 
2 [54-2242] =-8.(4), fet, Aw 
OP. / 
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к 

d[ S(a)- $4 BG] 
28, 

Из (3.13) следует, что 


=P (=), VER,  (@.93) 


alsa) -3 8 $]. Sf 28] 
29, р дн" 
eS 
В силу (3.12), (2.14) вистему (310) - (3.1) 
можно переписать B виде 


$. (1) =F; ? feos % , (3.10) 


2 ley =Py , 94. @.1)' 


za убедиться, что система @ 40) - - Get и. имеет решение 
Be Bee - PF)» BF FE) 
где a= >. Way - решение системы 
Blas By (1-4, №), FG, (54)= $ (2474. ^). 
Пусть далее Dy, и, СЛ) — - определитель матищыи A (<2) 
вторых производных фазы интегрела (2.9) Из формулы 
(3.6) сжедует, что при Ges, таком, что o(¥c,) - 
неособая точка, 


Aim $ $ Те <= 

ho 
Следовательно (см. утверждение 3214.6 на стр. 317 ), 
Ти, к, (ob Gu, +08 метод стационарной фазы применим. 
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Отсюда и из соотношения (2.4) следует, что в неособых 
точках Я 


| Di (4) | Зы) 


Je (<) 


(2.75) 


Отскда по непрерывности получаем, что это равенство сохраняет- 
ся и в особых точках © € Sex, 1 Эры, . ad 
Значит, Dy,1,(2)#0 щи Я Е 82, 0 Gy 


С помощью метода стационарной фазы получаем 
~ iF 
и (9 „)= е та d 

me m= Ind А (Я) -№+. 
We (2.75) следует, wo Фи, ( 2). не обращается 
в нуль на пересечении карт G2 y, я Sey, - Следюва- 
тельно, Jnd А(=) ne меняется пи Е ЧР», 1 Suz, 
Лемма доказана. e 

Следствие. Разность 7h, - J,  равва п для всех 
неособых ЧЕ SPy, п Ех 

Отсюда, поскольку № He зависит от of Е Seu й би, . 


~ ow 


‚ то 
Г. - 0] Ct) = [№-0,] (oe 
для любых неособых точек ©, и «» , принадлежащих пере- 
сечению Qy, и Зри, 
Следовательно р 


Fa, Co!) - Gig C8) = (а) - Fi (44) = аи. 
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28-1419 


Мы доказали, что индекс цути из с’ 6 aX ЯВЛЯЕТСЯ 
инвериантом, не зависящим от того, в какую карту попали точки 

A? и ©“ отсюда следует teopema2I о гомотопической 
инвариантности индекса пути У. 


4. Доказательство теоремы 8.3. Обозначим через 
К т [%, 46 1e}, {61} ] канонический опвретор вида 


(2.3) iid» зависящий от покрытия # y ажюкушности центров 
X , разбавыия eum {e/} и путей 67$. Нетрудно 
убедвться, что в силу гомотопической инвариантности в малом 

Spay и Эла £ [oot] выполнение yoxonmt (2.5) 2.2 
необходимо и достаточно для того, чтобы @ panrop-npocrpanerées) | 
оператор МК Им однозначным образом определялся REE ат- 
засом 9, ’ центрами № и данным разбнением единицы. 
Таким образом, 


Ke 1%, H, 1}, {6 Ke [х нее 


и мы можем оператор — (23) 1^.2 обозначить через 

к [ €, A 7]. 

’ Прежде чем переходить к доказательству независимости ка- 
нонического оператора OT разбиения единицы, докажем лемму. 
Лемма 75 Пусть области SP = 92 “(8), 6-4... 

элементы покрытия F(A) с совокупностью центров ¥ (в) 
nb! (4) =6< (=, A) (элементы разложения единицы) зави- 
Car от некоторого параметра Ве [0 Е] , так что каждая 
область SD (A) при всех /4 6 [2Е] взаимно однознач- 
но проектируется на одну и TY же плоскесть Paya Pe Gres yy Fn; 
a €°(¢, В) дважды дибференцируе- 


ма п В . Тогда ~ « А 
— И 15 определению, Ind @ Док, ly ] = и ;1де &,, dy," 
центральные точки карт By, ’ Ks, 
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mm - 


98 ИВ { #9), И] Ye) =o. 


Доказательство. Достаточно доказать утверждение леммы для 
точи =O, Пусть 2; (=, 8) = элемент разложения 
единяцы, отвечающий некоторой карте OO ( A) , и пусть кар- 
та бр: 7 ( Г. пересекается только с { картами 
om (в, t=4,.., Ф. Расомотуим 


о Им... 
Ka P(t) = Kap. Ра О," (<, 0) $x) (325) 

Докахем, wo 

0/49], 


Имеем 
aT 7 
[ds Mar 2 Hust - 6c 2" sl. 
£ Р of 
+2. gle 8” т. ИМО (м,6) rv) 
Здесь 2’ в Te отвечают картам Bria) sa 


$ Pee Mu) = BP / [м1]. 


5 ay name 73 и 74 


$” “exp (-é ил) т, Ve (ap )/ 7B ooo 8 (0) 
= exp (-( 29 gb ™ Ly 08 “(42)/ I loool (42), 


(213) 


yo1. 8 ры ce Sica nk 


nd 


Поскольку 


р f _. 
Bl (op) +2: 8° (4-4 
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гу 5. 
то [6,4 в) +2. В" (uw p)]/ 38 =O — в указанных 
точках. ve 


Отекда, из (9.77) и (78) следует утверждение леммы. 


Пусть # Е # - атласы с одной и той ке совокуп- 
ностью центров я ‚ т.е. omg eg центральной точке of‘ 
‚ отвечают области 52 Е H 4 Рассмотрим ат- 
лас 97 с центрами - и областями 2 = 3! uv Se 
Им отвечают разложения единицы 12), [2: Gl) } am (=. Co) $., 
Рассмотрим разложение елиницы Ле ‘(os 4) $- , где 
es в) = 2) pe ly] (4+), 
отвечающее покрытию  52‘(/) » где 52 А )-? ‘ 
ци £é(94] и 92 (e)= 9P° В силу леммы 
7.5 получаем, что кавонический оператор не меняется ( 6 paxrep- 
mpocmpancrée 5 ) от замены атласа Я ua Hua 
логичное утверждение справедливо, очевидно, и относительно ат- 
заса A —. Следовательно, замена атласа HP в # 
сказывается в каноническом операторе лишь на величинах 2tlwlonenr- 
них нукю. Поэтому мы можем записать к ue np LEA 12} ]- x 2) 
Пусть теперь дан атлас . мам некоторую точку 
KER, LEL, Изменим покрытие 2 (сохраняя его 
цевтры 4 ) так, чтобы точка © принадлежала только 
одной карте S2,” нового атласа Of’ с теми же семыми 


центрами 4. По доказанному эта процедура оставляет 
«(9 ~ 
А ” иявариантным. Окружим точку © такой об- 
ластью, которая пересекается только с 52. e и целиком 


проектируется ва фокальную плоскость, отвечающую of . Taq 
KEM образом, мы построим новую карту с центром в точке © , 
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обозначим ее через 92° » 8 допозиенний этой картой ат- 
зас <’ в дополненное точкой « множеств <% соответ- 
ственно обозначим | №” в z” . Пусть 14, (=) } - 
- разбиение единицы по атласу ve 9 тогда можно построить 
следующее разбнежае единици {Gy Os no атхасу 7”: 


ei, (a) eg, Ge, 


й 4 

Cr (= бу QOL (Ht) дао Eke. 
Pacomorpm разность aspaxem® — // 7° yr) » соответ- 
сткующих азласем 07 в 3” 4 разбиения одинкци ei, 
в ее соответственно. Очевидно, что 


aa Te? ny ae we 
Kan (=) К (E°) Yl) mexp (7-40 Ina зы], 


“fog | by я . ка fe 7 
‚$ Be [2-е (a) | 1-е fig YF drat ам} сан 


(4.79) 


‘о to Oo eh ма 
Так зак Ey, (>) - Ere (>) = 6.6 носатель Sy € Sey (160. 
>» то в силу леммы 75 и 7.4 разность (2.79) 
эквивалентна нулю, Следовательно, к центрам KH атласа т 
можно добавить новые центральные точки и от этого оператор 
Ke He будет изменяться . Пусть даны 
канонические атласы к <” с совокупностями центров 
%’ ав &". рассмотрим атлас < с совокупностью 
центров 2-9’ VE". 
По доказанному, 


ae о Tike Got? 
K pelt] Kyle] «Kap LE T~ Ни, 19 
AP Ap abl 


ay 


о ° ii 
следовательно, К _ We a 7 ist eg Ves 2 
что Е требовалось. 
Теорема 2.4 доказывается аналогично, при учете, что 
в леммах 7.2-77 метод стационарной фазы дает асимптотические 
ряды по степеням Rs 


3 Доказательство теоремы 2.2 Пусть м a /, - лагран- 
жевы многообразия, причем & мокет быть непрерывно дефор- 
мировано в / ‚так что оши включаются в однопареметри- 
ческое семействю /%, OS?<s¢ , те /2 - лаграниево 
многообразше при жюбом 7 . 

Цусть, как обычно, А - канонический атлас началь- 
вого лагранкева подмногообразня /7 =7 #5), 2”) J. 
Обозначим через 7, 7, отображение подмногообразия A 
на ee Ur oy lr, =ly ‚ чрез St, = каноничес- 
кий атлас nommoroodpesna dps: 

Пусть 27 отвечает карте $: CH. 

По определению карты 551 ‚ область 52”  взашмно од- 
нозвачно проектируется на плоскость Pry Pe, #4.) --. Zn 
Положим 2х, = Uo cs 527. очевидно, что при 7 <E 
область Sey также будет взавмно однозначно oesane= 
ваться ва TY же плоскость. Поскольку областей coe 

кенечное число, то найдется такое &20 ‚ что пи 25 <& 

во всех областях 50%. можно ввести те же локальные 
координаты Ye ‚Что и в их прообразах $2”. — Таким 
образом, в качестве атласа Hy на /т, можно 
ВЗЯТЬ CORORYIEOCTS локальных карт (2. Je = 25 Re, 
отвечающих областям See, и координатам 

#«-й Ре, 9... ь так, что при 2, < можно по опре- 


442 


делению пясать He, = Мот, № . 

В силу леммы Бореля конечный интервах [O¢ ] мы 
можем разбить (точками 7, C2), Cm = & ) ва конеч- 
ное число интервалов длины A ‚ обладающих следующим свой- 
ством: на /т, может быть выбран такой атлас He. , 
wo Hi = dp. wc Hi, - атлас пи 2 e2<ly,, 

В свою очередь на Ue. ‚ может быть выбран такой атлас 
FE Cee ‚ вообще говоря, отличный от атласа A т. = 
e eee 
Ur, Cr) He, » что Я. ре, 


атлас при Ti, STS Tray: 


Рассмотрим цикл 7. BA подмногообразии ly, . 
Докажем инвариантность ра Tr. относительно деформа- 
ции Г. — Tr, ‚ т.е. докажем, что при этой деформе- 


= Jnd фр, = Ind Tr, 


41° 


Поскольку мы доказали инвариантность Чиа Й ши пере- 
ходе от одного атласа к другому, то тем самым будет доказана 
инвариантность индекса любого цикла относительно деформации 


Paly. 


Выачале допустим, что цикл qc. MORHO деформировать 
Ha fe г. таким образом, чтобы OH не проходил подряд через 
* 
две особые карты атласа Hy, ' Рассмотрим отрезок 


4. - Cr, [ot «*] rene 7c, _› лежащий целиком в трех 
картах 92’ $2», 52%“ ‚где Sex - особая, 2 $2 * 

и S2* = неособые карты. 

Карты Ит,,г $2” (9-%8), Ur Qe me 7; 25.) 
мы будем обозначать снова через eta ( 4,2), в. соответ- 
ственно. 
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Рассмотрим отрезок (+. „С: Lr, = 6. С Tren 
Докажем, что ид £q, = Ind Cr, - 
Тем самым будет доказана инвариантность Ind (th 9» 
поскольку по построению величина индекса может изменяться лить 
при переходе через особые точки. В силу этого замечания, не 
уменьшая общности, мы можем предположить, что © 70 £6 Se. 


tee Ce Se OR” 8 «Е De Spe 
На каждом из пересечений Ск Ase, See S2* в 
якобиан 7% / 25. по определению карт 21° и 952, 


не обращается в нуль. По построению он отличен от нуля и в TOU 
г СЯ слет 
max Uy et (0-59, 2 STE Tag. 
ary и равный ему детерминант матрицы 
к= ] 29, (3, |. .кОТлиЧен от нуля в этих точках. 


a maxenc инерции метрам — В» не меняется при пере- 
г 

ходе or of C Pz, к Иез of € fy, „-Сяедовательно, 

Sal br, = Ino т, › что и требовалось. 


Рассмотрим теперь общий случай. Деформируем цикл Te. 
и цикл тн таким образом, чтобы они проходили через цент- 
ральные точки всех карт, которые эти циклы пересекают. Рассмот- 
рим | отрезок цикла Vey » проходящий из центральной точки 
ol _ карты de, в центральную точку ax, кар- 
TH Ge Ke на многообразии [г c; . Рассмотрим соответ- 
струющий отрезок пути цикла a ? из центральной точки 
Ly, CM tay _ карты тя р я в цент- 
ральную точку Hes С/х... карты И Toss Oak 
Докажем, что индексы этих eta совпадают. ads, очевидно, 
будет следовать, что индекс цикла Tp. равен индексу цик- 


ла Gry . 
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Напомним, что мы определили индекс пути из ‚нес 20бой Tod 
ки с’ карты ion в центральную точку я этой же 
варты как индекс инерции матрицы 8. Brome ©’. 

Пусть X7E De, n 30, и является _веособой, а ae, 

и Li, - центральные точки карт Gy и 2 к. соот- 
вегственно. Очевидно, что Ina LL, hey ]=- ат] 
+ И“ b[d!? Ons], Таким образом, индекс пути из о. в 
hes, равен разности индексов инерции матриц Be, и 
Ва ‚ взятых в томе  ©’Е 82, a 58... По доказанному в 
лемме 74 эта разность равна индексу инерции матрицы A (0/7). 
Заметим, что мы всегда можем считать, что многообразия 
[ry и lr, jg Находятся в общем положении. Однако, при не- 
которых TE (2: 5 TS Cine } многообразие может и не на- 
ходиться в общем положении./ 1] 
Пусть f° Е SRK, i SP ey и лежит на Ue: ‚а 
bee Ur; Ciag <° лежит на Дт, 5 причем точки f° 
и or неособые. Докажем, что индексы инерции матрицы 
A(«) в точках %“° и oy совпадают. Этим и в силу ска- 
занного выше и будет исчерпано доказательство инвариантности 
индекса цикла 5; . 

Равенство (4/5) , доказанное для случая, когда MHO~ 
гообразие особенностей М имеет размерность не более чем “7-1 
по непреривности продолжается на общий случай. Поэтому 
olet A(#) не обращается в нуль на пересечении карт 

Pu, A iis » а также вдоль пути Wz, 7 © 
ups ТС <Z;,, . Следовательно, вдоль этого пути индекс 
инерции матрицы A (ot) не изменяется (в противном случае 
act A) — обратился бы в нуль), что и требовалось. Отсюда 
следует и агалог теоремы 2./ ia плёнки. 
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$3, Асимптотика решения в большюм . 

1.Мы здесь докажем теорему 4.{ 8 случае т=1 «Д- 
me. meopexy 4.4а. В общем случае произвольного пе 
эта теорема /RORSSHEHETCA совершенно аналогично. 

Прежде всего покажем, что теорема 4. Ле непосредствен- 
но следует из утверждений, доказанных в теореме 62 при 
условии, что время ¢ достаточно мало (т.е. теорема 4 4a спра- 
ведлива в малом). Для этого получим из формулы (3372) 22.6 
формулу (2.42) 24.4. Предположим, что носитель вектор-функции 

P° (at, h) (см. теорему 4 fa) принадлежит области SO", 

В силу (2.43) u.4 носитель вектор-функции $, И) будет 
принадлежать бР.. Поэтому выражение (2.42) в этом 
случае в силу определения канонического оператора может быть 
записано в форме (3.37) 24.6 при учите. равенства 


Staath J {-Heleepag} JP Pag - 22/4 9] 


ae] a? ky (Ju) 
Ho формула “’ (3.37 ) ae в предположении, что 


D[B eth» Bs Gen (oth бы] / Dew 


не обращается в нуль, т.е. при & SE. Поскольку кано- 


нический оператор может быть разложен на конечную сумму выражений 


вида (3.37) ‚ то мы получаем утверкление теоремы 4 {а, 
при 65. Все эти рассуждения, разумеется, могу быть от- 
несены к произвольному начальному моменту to. Решение 
Q (4,0), Pit) залачи (2.4) -(2.5) 244 задает отоб- 
ражение (ое подмногообразия /, на подмногообра- 


ше |. 
Применим к отображению (от построение, приведен- 


ное в начале доказательства теоремы 2.2 (см. п.3$2 ), и 
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разобьем отрезок [ 07" ] Ha a t=0, ty, te), 7 


Мы сохраним введенные там обозначения: 9 `= 2H? 
при 54; #, = = Ши, Hy. при ©. ЗЕ. 
Пусть пи  +=0 решение уравнения (2.11)2^.4 удовлет- 


воряет условию (2.772) 4.4 По доказанному, щи ts ty 
это решение можно представить в виде (2.72) 74.4 , где 
dead? Sra Фу: ] =0, HUG] =H, 


Таким образом, 
Y (at) ui [a 75 их. 


Заметим, wo из условий теоремы 4 4a следует, что решение 
уравнения (2.44) , удовлетворяющее начальному условию, экви- 
валентному нулю, эквивалентно нулю. 

Для решения уравнения (2.74) вновь поставим нечаль- 
ное условие вида 


f° ос у 
Ye, t,)= Kyrgle ] & fx (3.1) 


при t =ty, 
В силу единственности решения (см. условие теоремы 4.4) 
мы получим пи #2, решене Y(t) задачи 
(2.11), @. 11а). 

Перейдем в начальном условии (A 1) к другому ат- 
ласу #,* ‚ тогда мы получим с точностью до функции, 
эквивалентной нулю, 


Yar 4) = РН ®, ] 5. их" 


29+ 
те о? - начальная точка A, , 2 y= zt Lea 
би Ind [45° x2 ], Han было замечено, решение уразнения 
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при ВЕ: от этого не изменится с точностью до функ- 
ции, эквивалентной нулю. Поэтому получим 


фе ° а: © [7 Oa 
(0, t)= Ky nal Е ] 2 v 
ed 
при t, StS ty. 
Продолжая этот процесс по индукции, придем к утверждению тео- 
pea 4 {а. 


4 „Доказательство теоремы 44. Сохраняя обозначения, 


введенные В ыы теоремы 4 1 » рассмотрим 
yee , 
| х ых“ (м) 
Ky, (ЕЙ 
при 54 › где 


<, = и, A”, й - [pay -Hdt, ¥ (%t)= Я (ie И, peel) 
[09 ] | 

В силу (525) 24.6 при /=1, ¢=0 (см. также за- 

мечание в начале 2т0го параграфа ), поскольку Jnal L lol? af Jey 

по построению, коем 


Cih2+L) ue * (ae вые," (t= h* 2 (a, 4,4), 


ACS 


1 
где #(x,%,A) Е Ly (85 Cx) - пространству непрерывных 
по & и А, и квадратично интегрируемых функций ХЕ Ra 
со значениями в В*. В дальнейшем буквами 7,, #2, 73,.-- 5 
8,0] 
мы будем обозначать функции из РР a 22 


Очевидно, что 
on о Е od? © 
1х ~ (o£ ‘ 
М. (He) =e Ky, nee? 
tho QE, bad 


поскольку Г СЕ Г СЕ, H-E/ ‚ точка x, 
на подмногообразии /, (Е Я) совпадает с точкой о(” на 
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подмногообразии [’ в объемлющем евклидовом пространстве, 
и, следовательно, 7. * - Hdd ae aN 

fa rae ] 
Поскольку условия теоремы 2.3 в сижу 4.1 24.4% выполнены, 
мы мокем пн лемму 75 и на основании ее получить 


£4 
a hap eee 
Поэтому 
0 wm я Py (AEX Co) = 
АЕ vy, (ley) : 


ing fo! кии ее a fe 
OE 


hor) 
an Ey К) = hs, 
= EF time (ne) Hg (IEE : 


Отсюда 
[L- Esky] He GO 8 сх) = hz, C2) 
причём либо | JM (Е*) В 


оператора 4 , либо 


ae fate уз ОХ, |4 | [L-F 44m Jz |< Jeet) | 


acy) п 
ых em | 
где | [| bs - норма в L, [87] и 
$ ode 
Ia- Е thy) ‘tL, и, тде CL = расстояние от точки 
f= a fe до спектра оператора р ‚ то отсида получа- 


ем, что < $ О(А*) ‚ что и требовалось. 
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Заметим, что соотношение (5.2) приводит также с 
помощью леммы 2.4 1.1 теории возмущений к асимптотике спектраль- 
ной функции Eas интервала Ad ~ Oh) оператора ув 


именно 


[2-2] ae Ce wx taf, ae = OK) (33) 


THe aed EF 0th) Е ofA 1. 


Теорема доказана. 

3. Из теоремы 4.4 непосредственно следуют теоремы 
З.Т, 3.6 и З.ба. Из теорем 4.1, 4.Та, 4.2 при учете теорем 
5.2а, 5.3, 5.5a, 5.ба следуют теоремы 3.3 и 3.4 (последняя 
теорема для уравнений Зи 4 таблицы 2). 

Очевидно, что для гиперболической системы условие I), 
§ 2, ra. 4 выпохияется, если в качестве пространства 4“ 
взять конечномерное пространство. Известно, что из условий 
теорем 3.4 (для уравнений I и 2 таблицы 2), 3. 5 и 4.3, сле- 
|дует условие 2) $ 2 гл. 4 (см. /25/, /49/, /38/, 159, 9.2)/ ). 
(Hs леммы 2 дополнения и условий теорем 3.4, 3.5 и 4. 3 следу- 
ет существование при любом времени { решения задачи Коши 
для соответствующих бихарактеристических уравнений. Таким 
образом, все требования теорваы 4.2 выполняются при осущест- 
вле нии условий теорем 3.4, 3.5 и 4.3. 
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ГЛАВА 8. КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЕЯ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЙ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ С [#]+4 РАЗА 
ДИБУЕРЕНЦИРУЕМЫМИКОЭИФИЦИЕНТАМИ 


Задача квазиклассической асимптотики в целом, т.е. в 
случае, когда траектории пучка пересекаются, является весь- 
ма сложной, и даже в физической литературе не было никаких 
подходов к решению этой проблемы. Аналогичная проблема в оп- 
тике была исследована в частных примерах лишь в физической 
литературе (о переходе волны через каустику см. напр, в кни- 
re Ландау и Ливиица "Теория поля"). По аналогии с оптикой ап- 
риори можно было заключить, что‚если траектории пересекаются, 
и в одну точку 4’ в момент временя ё приходят & траекто- 
рий, то этому отвечают A различных волн, которые интерфери- 
руют в точке © . Эта интерференция зависит существенно от 
множителя вида 6520-1717 ° ‚ который стоит при /- 
-той волне. Эти обращения приводятся BL У 7. Там же ука- 
зано, что из априорных соображений нельзя угадать величину #7. 
В случае оптической задачи в пустоте с отражающими зеркалами 
величина 0; зависит от числа отражений, которые претерпела 
ая траектория. 

Мы видели, что для асимптотики решений уравнений кванто- 
вой механики роль таких отражающих зеркал играют огибающие 
семейства (пучка) траекторий классических частиц. 

При этом как указывалось в главе 2 — величина a 
оказывается равной так называемому индексу Морса S- той 
траектории. 
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Этот индекс был введен М.Морсом при изучении вариационной 
задачи для функционала и определен как число отрицательных 
собственных значений второй вариации функционала [ 53 7. 
Теория Морса сыграла существенную роль в развитии топологии 
дифференцируемых многообразий / FZ Ти в изучении за- 
дачи о числе геодезических, соединяющих две точки (вариацион- 
ное исчисление в целом) и одесь мы видим, что индекс Морса 
имеет конкретное физическое содержание. Этот факт является но- 
вым успехом теории Морса. 

В предыдущей главе мы уже получили значение GG » од- 
нако, еще не доказали, что значение {; совпадает с индек- 
сом Морса. Кроме того мы м требовали, чтобы коэффициенты 
уравнения были бесконечно дифференцируемы. Большая гяадкость 
коэффициентов существенна даже для получения первого члена 
квазиклассической асимптотики с помощью метода, который был 
дан выше. Но вопрос об установлении такой минимальной гладко- 
сти коэффициентов, при которой Gs равно индексу Mopca, яв- 
ляется принципиальным. Легко проверить на конкретных примерах 
в одномерном случае, что для разрывных коэффициентов величина 
a; отлична от индекса Морса. 

Мы даём в этой главе вывод формулы квазиклассической асими- 
тотики, существенно отличный от вывода, данного в предыдущей 
главе. Требование на гледкость коэффициентов уравнения оказы- 
вается при этом новом доказательстве зависящим от степени 
гладкости функций в интеграле вида: 


-- , , <. X 
Th= flame ge , 


+) 
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достаточной для утверждения: "Боли уравнене & У=О 
имеет единственное решене T= Ло , форма as 
при 9=4 невырождена и имеет индекс инерции J , 
то справедливо соотношение 


$2,4) a и -1 CFL 
Jelmyye ‘ат ~(@nch)ID] © бо" Pew) +B, (4), 
ме (4) сильно сходится к ную в Дл пи 
А+0 за D - дискриминант формы “Я в 


точке До ". 

В методе, который дан в предыдущей главе, требование 
ва гладкость коэффициентов уравнения, зависит от степени 
гладкости функций  Y(xc,y) в FY) ‚ которая достаточ- 
на для получения второго члена асимптотики в методе стацио- 
варной фазы. 

По-видимому, утверждение ‚взятое в кавычки и доказан- 
ное в гл. 6, может быть улучшено. Вероятно, можно требовать, 
чтобы wir 4(54) и Flxy) привадлежали пространст- 
вом w, ® (вместо (#72 =) ag И 
(вместо nts) +4 ), соответственно. Это улучшение 
теоремы о методе стационарной фазы немедленно повлечет за 
собой уточнение теорем, которые будут доказаны в этой главе, 

Доказательства теорем могут быть обобщены на случай 
волновых уравнений оптики, а также при дополнительном условии 
бесконечной дифференцируемости коэффициентов могут быть лег- 
ко видоизменены так, чтобы все асимптотические оценки имели 
место в С < . Мы проведем доказательство для уравне- 
ния (2.1) гл. 3 с коэффициентами, принимающими значе- 
ния с I no 4 строку таблицы 2 (т.е. уравнения Кляёна- 
Гордона-Фока и Дирака). Будем называть это уразнение 
для простоты "уравнением Дирака". 
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$ Г. Метод шагов вдоль траектории для получения 
OTHER 

Mu будем рассматривать для определенно- 
ств асимптотику решения задачи Коши для уравнения Дирака. 
Как мы видели, ‹ то решение может быть представлено в виде: 
u( 44, ^)= О. {1 9», о $. Оператор G: и 
функции (ЖА), Ч = Ya f% определе- 
ны в 93 re ee is 7 (=) Сао А) = tk) 
где (2) - gamma, F(x), P(x) Ec* 
Рассмотрим систвму 7/A. - бихарактеристик уравнения 
Дирака. Она имеет вид: 

. + t es 2 +5: 
В ’ т сл, $1. Byes mM 
+ + 41) 
H* = Н" (т, ре) =е B(x,t) ze (p- 24) те xy 
Обозначим через X*(% =), P*(x,t), $ ($6) 

решение системы (4.1) с начальными условиями 


Х*(о) =, ; ptlaagrdf(x). J, (o)=fl%e) (4.3) 


Обозначим через Y* (5 о, т) Совокупность 

X* (x 4) mz osts 7 (траектория). Пусть 
(%0, 4, )}-=2 Gt ty )- фокусы"на траектории X (% 50,7). 
Обозначим через Do= Do (% Ey) такую Е - ок- 


рестность точки 2 , что Bee J” -окрестностей шо 2” 
точек (%%.), --., (2, Фи) для вех GE Do нет 

фокусов и в каждую точку вне этих = окрестностей при- 

ходит лишь одна траектория. Пусть, далее, 0, и SO, - 
области значений функций =X" (tot) и P*(%o,6) при 
№7), ' $ ЕТ J. 


— Х/ Фокуса сом (фокальной точкой) ere sone: вк 
хоро DX/ Die =O ix ее м (см. $ у. 
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Е. 


Как известно, (@м §2 sroi rah), существует такое время ae, 
определяемое максимумами модулей вторых производных 


H (pt) в области, Y A x OD, ‚ что траекто- 
рии, выпущенные из области “° U D x 52, ] с 
одним и тем же импульсом 2°**Т | привадлежещим не- 
которой окрестности области os U se é не пере- 
секазтся за время At. . Предположим, что 

At, (в -%-)/4 , bet, %, Coro. 
Обозначим через +; некоторую точку, лежащую в про- 
межутке |, - 48, ty - 42] 6=4,....м. отрезок [oT] 
разобъем на промежутки точками сё’ ‚№ + of, &' 4H 4$ ... 

ey tet 46,7 случае, com ¢,= 7", 
точка t-t,+ 48 опускается). 

Положим теперь Де = Dp (№, 22), vay & 

= men (6; 4 } Обозначим через р, 2 Ра 


области  аченый бункций Х*(х. в), P* (ее) 
соответственно, пи Ч © Ded. 

По построению пи 5%, траектории 
X ‘(%o; 04) не пересекаются, т.е. уравнение Х“(22, )=.2 
однозначно разрешимо относительно Ло: Же = %*(% +). 
Обозначим: S*(x,t) = $, (Xo'(a,t), t). 

Пусть 2*(%,64) - решение уравнения (3!) 1“ 5 
удовлетворяющее "положительным" начальным условиям (ax, $45] 


u*|,., =#(®) ехр [2 fee) ] @4а) 

+ DS* с 
о... ея HO], 940 
2 | a pat ао 


455 


Пусть носитель функции $ (x) равен (oes ‘ 
Поскольку J( 2, 7) не обращается в нуль при 
OTS &’ ‚ то, используя формулы (36) и (64) м5 
получим, что при Ао 8 *(x,4,,4) может быть 
представлено в виде: 


"Ga, 4 We А) + (554), — 5) 


где 


Uy" (ce, 4 h)= вер [№ 3, (64) ] 6; (Xo, 4) pra) (6) 
VF" (Le, в") Xn at," (к, 
0% (262, t,') определены формулой (3.66) гл.й , 
[2 (5%, О, © @ дальнейшем функию СТА), 
удовлетворяющую условию: || ¢/x, ¢, A) || ln oof) 
будем обозначать через О(1)). 
Пусть функция = By: (x) © С” имеет носителем об- 


ласть Duy, wot » причем By (2) 24 щи 
хе Deu Поскольку функция 2%, (x,¢,,4) OTAWaHA OT ну- 
ля лишь в области Dz, к » то имеет место тождество: 


ЕС, = В, 8 (4,454) = В) ФА бе 
Обозначим через “(р %’,^) функцию вида: 
3: (p54) = $, (9, t,', 4). 
Лемма 9.1 
вв ре OP el к » TO uz (p, t, = ©) 
Доказательство. 
Для доказательства леммы мы воспользуемся методом ^ 
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отационарной фезы. Стационарные точки 7 =7 ° 3m 
теграле 7/; (p,t;, 4) = 


ыы esti) let 2644] 2 Fa 
ая J[ (Teo 45 olan leap $ Ces Де" 9 


‘, м 

удовлетворяют и системе уравнений: 
+ ‘ ы 

о] р, Е 

3% 


и вместе с тем а области Detje посколь- 
ry Yf%°(%4,')] — отлична от нуля лишь при ge Det; 
Область значений функции 770g 5, ] = 

= Plage) 5] — щи GE De 2 рава буи 
Следовательно, в силу условия леммы стационарные точки 

9 = g° функции Se (Vo, , )-py в области интегрирова- 
ния отсутствуют. Из леммы 67 следует утверждение 
леммы &7 
Из леммы 81 следует, что 


Г Pa me 

(дв, = By, (8) Ф Fy (0) he ty, 4) + By x) Of) , 
где функция Fay (DEC%, DLS, (р) J= GPa sas > 
причем <, (Rey, eed. 
из (15) и (47) следует: © "(< А)= 

(x) е me е и 2 
“ao Wy By J $, (2) oe G ее ad 

(#9). 

Проведя те же рассуждения для ы » получим: 


th (и, „^)= г ео g,cofte “я ве # 2 oe, Kgl 
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5 


+ O(2), 


+ 
Поскольку ih oe г UseH* + a(t) ‚ то ee ь 


ep ste Fao le иена 


52, Ks} Duy, к 
Введем обозначения: +01) 44 


/ Fy lp) ) # 
о [oP args sway ler 


Dy ‚к 


Я k Sit UG} JY 
PotD ас Je PH gsi Jal ри 
Пусть ((х, t, A) tok - решение уравнения 


ка, удовлетворяющее следующим "начальным" условиям 


т {px 
Ue =% (3, 4,4) = Buy x) 2 B(p t/,4)4p + 0(4) (ии, 


kel 
Qu. УСА 
ih 5 oe att to и? ae - ? = By, 1 (x0 ) ie е Я i AJap + ot!) 
В силу определения oneparopa G» ep Рин coe) 
решение 1°(C,t,A) пи t/ <t S474 может быть 


представлено в виде: 


10a, А) би, yt о} 
-б- [@езА)` ee Bu Oe Res, A озер +00 , 


поскольку ый: cm {o(1), (1), 0} = o(4) 


Bueca Gn’ под знах интеграла, получим 
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м, 
U"(at,+ 4, К) - Са) MOR Et SEM de a a, 
tf, к-/ . ted) 
где u(x ph',t+ 4, А) - решение уравнения Ди- 
рака, в момент = £=7, + a удовлетворяющее “pu t= %/ 
условиям вида: 


2 


px 
и |. = Вы CO! * F Cp 4) (За) 
px 
De =e * В. (<) $. (pti, 4) (.136) 


Обозначи (Д- By (x) $, (р ti, A), a= Bz (x) $ (p,t/, 4) 
Пусть 2*(+)- Yt (хе t), ply = Pat), 514 =% (Lo, t) - 
решение системы Ц. 1) при t/ <t<t,+ ae > 
удовлетворяющие при %=%, следующим условиям: 
хе) м, — pt(ti)=p — S#CL)=pte CY 
В силу (14) _ и выбора 45, t, каждый из оп- 
ределителей  *(3%5 t)= ced |] DX * (xe t)/2% | 
строго положителен при ФЕТ, 4, 4 | 
В саду выбора 2 щи 5668, 4 
траекторжи Л“ (% Е) не пересекаются, т.е. каждое 
из уравнений X *(%t/=X однозначно разрешямо относи- 
тельно 4: = 4.1 (х,®). — Обозначим: Sta b)= 
=$: (Z(a,t), &). Представим каждое из условий 
(.13а) a 6138 в виде суммы "положительного" и 
"отрицательного" условий (см, § Y rz. 5 | ), тье. 
P, = P*(x,h) +P(x,d) G15) 
ф = H* p(w, A)+H P(e A), H*s Ива, 


Из ( 1.13а ), (1.136 )u( 475 =) ежедует, что 


459 


U (2, Pit, t A) (apt) + E(x р А) G16) 
при t, $ t $ t, * ag ? 

re Zt (x,t, A) - решение уравнения Дирака, ynop- 
летворяющие при (=, следующим условиям: 


де Peek 

th ae le. и = "Не 
Мы видим, что условня (77) — являются частным случаем 
вачальных условий, рассмотренных в 64 24.5 
в данном случае 7х). PX. В сиду выбора ЛЕ 
функция 77 ( Lo t) строго положительны при 
ЕЕ, * af ‚ поэтому, используя результаты $ 5 
гл. 5 , получим, что пи 4-0 функции ред) 
могут быть представлены в виде: 


* Cac, pt, + 42,4) = ie (x, p, t+ at »4)+0(2), 
(м 


ix (117) 


) 


Uz (x, pty? Fk) = 


_ EX 2 (eee) 5 (et FP) 0 (ZEA) Gay 
9: (Е, by * 22) 7 
G, (Xe, 4,44 есть Fz (Xot) , в которых Х “la t) 
заменены на У: : (ae =) , соответственно, 
№" Ptr * af ) - решения уравнений: X * (ot) 22 
Из (7-72), Mi 16) и (418) oxexyer, что решение 
U*(x,t,+ А £54). удовлетворяющее начальным условиям 
(4. 44a), а 16), при А-0 может быть представ- 
лено в виде: 
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их, «48 sA)= Ganck) “(Paz (at, +484) + 2; а 
See! a +0(4) р 

Очевидно, что в силу выбора "начальных" условий (474) 

1: = (00, t, + af A) являются Taxxe функциями р Zt,’ 

аки полученную формулу на неотрицательную Чт 

P(t} Е с” ,, pany? нулю вие интервала (3, - 4! Е - -4f) 

такую, WTO НЯ в , |  ожнтегрируем 

обе части равенства“ Gao ) mo ¢/: &- 4%’ 58, - 

Поскольку 2*( x, t, #4 Ф.А) не зависит от ti, том 


получим: wc t,+ 2 к) 
nnn 4 AY _ 
nih) ФС, вом A)+ Ue (a,b 98, 4) ара, 
%,- af Bat us +0(Z) Ga) 
us (475) — сжедует 
p(w, 4)= + ИС (4.22) 


Ho-H* ? 
H*=H* (6%), 


где 


Вер) =( 20 из (x) Fy Zip fe ™ Us (Gt), ee 
2 к (128) 
маи Kel Bad) "ВС ОЙ HG p grad, S(t) 4) Lo GE 


А 
fA 
Del, к ay 


Рассмотрим интеграл: 


т *- 
T( fo + ,&)=(9т^) Ге 
WY: 


из 6.19), ом | (16) следует 
Т-@ 4) pk: 69) Г. Я, (p) ых 


4é 
+ 52, ks 


BC) exp [ 5785 ayo 08)]- Я бра St 18) Hs 
И: 8% )-И pd) 


exp + sae t] (Tas) )) 


(art Platt. © api, at! 

ae. westign) © eT Cag 
2. = X5 (x, 4+ 48 8$) 

Для вычисления та применяем метод стационарной 

фазы. Стационарные точки #=#, pps, t= t 

удовлетворяют системе | 
фто, 5, Ген е]=р grad, SLX, 7, 6 148)» Gg. 

(1.86) 

25 (584) — ast(gts) © 


2+! ieee 3, 
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25,4.) 


-\ 


В силу определения $- (2c, t,+ 48) и 59) 
имеем: 


oS ei) HG grade ви) 
7.24) 
75 ~(ac, t * 22) - И “(Zo ae ') С 
28! РЕ 
з (26) ~ (4. 24) следует. 


H-(Z.,p.t/)=H* (%,pti) 
Это равенство противоречит тому, что корни характеристи- 
ческоге уравнения (см. $ 3 гл. 5 ) существенно раз- 
личны: 1” (x, pt) не совпадает с [/ (0, pjt) нив 
одной точе (2,2) —, и равенство (729 не имеет 
места. Следовательно, стационарные точи 2-25 
р-р 1-1 yam 5, [2 CG, £1), Е] * 
+E (25, t, +42) -py в области интегрирования от- 
сутствуют. Из леммы 67 следует, что 

То АЕ, А) =o) 

Рассмотрим теперь функцию 7 (x %,74 OF предста- 


вимую в виде: 4-48 
Т* (549 неа “Swen J (2,8, 46, Ma alt! 
9647, и 
Из (4/9), (1.22) - (1.24), ив) следует 
+,- 28 
ref yey Tense (29) 
4 


где (730) 
ogy oa Я.) | (FRE a as 1) 5 (85 494) 8 AB) 
Pet ky yr к 


veep ER (sek) | НИ те Сре) | 
Hex, SA t)- "(4 ane 


ГА \ 
вер и, Ги, (7 ве (ие) | i 
и oe | Nos =" (9-4) ) 
о. as UP Rada 
Для вычисления а применяем метод стационарной 


фазы. Система уравнений для определения стационарных точек 
в интеграле ( /30) имеет вид: : 
greal, S, [tg th) te Тору Fee “недр Cav 
Пусть 9=$, ‚ pe pe = стационарная точка. ая 
0% Х (в л,), PP lhati), х=Х в +47) Bed, 
forma xt (9° 2! )= д; Е GH t= Max 
Из определения © 7109-81) #7) ОЕ at) 
следует: 


= рае! ] = о =; 
ВАТ. MCE: 
а _ о ИУ » TO % He (@o,t;) ‚и 
система (1 34) удовлетворяется тождественно, Сжедо- 
вательн0, _X +1, &)=Х '(4%,%) при tis tst+ ae 
Oremna 1" (9 t) Jz ko (x, ty OF) 280 Xp (% Fi" af) - 
решение уравнения = * (YZ, “=. Поэто- 
му к 


Lice sy 


бер) P=P Bat Be) и 


Lo (Bt) =X" (Za, 4 ал) hay 
ti st st,+ 4t/y, = 
Из равенства (4.32) и того, что точка ( %, es 


He является фокусом, следует, что при достаточко малой 
области Dae стационарная точка op? единствен- 
на. Иначе две "близкие" траектории приходили бы в точку © 
в момент ¢ = #4 + 48 ‚ т.е. точка (%, %,+ 4"), 
была бы фокусом. =. что (см,, например, / 71, 1) b 
S* (4 €;, t,+4 af) = St (х, tat 4£}- 27, rae 
pe = p(x, aes ve - решение уравнения: 
igi $ ( yt de 
+ é = 
5.14 р (ее) 61% (8+ Se 48) 


В силу ей р ре имеем 


№ 
Teh | aet i Е Си) еб 


F a у + o(1) 
(8,4) ply Be F)] | хе) 
Se = He (al, t, 442 ) (из 
где б - сигнатура квадратичной формы с матрицей 


Е 
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A-| Mean J] [eases (2% 
24; 94, 92X(L,,t,) OP; of: 

| EXT Gey 

РУ р=Р' в!) 


Ball oy | af =) 
В силу определения 0 (xt) и K (48,4) (с4.$5 1..5) 


и равенства (732) имеем: 


я t,/ 
O (L,t;) a) 4: (ceed wp] [ere (35) 


= „АЕ 

(84.4). И ее ПН eas i едем 
(1.36) 

ass используя тождество (234) м8 похучки: 


Greet (T(z, 448) “ие Ae FIT” 


4-47 
exp] ef еб вре 8. (Z,4,+* | #0(1) 
3 (1.37) 


/ 
т. сигнатура квадратичной 


В силу выбора At и 
не зависит от %/. Из (/.29/ 


формы с матрицей C 
и (4. 24) следует: 


cae 
Uulcd,r4t Dee a Cx ЕС = + at) 5 P| 
y= Fe НИ 


Y= Vx, t; + oh) +0(4) C138) 
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Мы доказем в следующем параграфе, что 0` равно кратнорти 
нуля якобнана J в фокальной точке ¢=%,. 
Поставим вновь начальные условия для уравнения Дирака 


в точе t= ¢,+ at ‚ исходя из формулы (1.38). По- 
скольку в промехутке [ t,+ 4 ВИ й ] фокальные точ- 


ки отсутствуют, мы мохем применить асимптотические формулы 
главы 5. Тогда мы получим формулу (Т.38), где *,+ ae 
заменено на г. . 

Исходя из полученной асимптотики поставим начальные 
условия для уравнения Дирака в точке &, и определим 
асимптотику решения в точке 7, + at 5х описанным выше 
способом. Продолжая этот процесс по индукции, мы придем к 
асимптотической формуле для решения в конечной точке (= 7” 
если эта точка не фональная. Мы получим, очевидно, формулу 
(1.38), где &,+ as заменено ва 7" а (^ равно ин- 
дексу Морса, 

Воли rouxa %,'Г - фокус, то валоть до последнего 
wara (точки ¢, ) все рассужденья проводятся по-прехнему. 
Последний этап предыдущих рассуждений, как мы видели, заклю- 
чался в вычислении интеграла Т* ‚(где t, ¢ az 
заменено на 7 , a т, — на te) ‚ по методу стационар- 
ной фазы. аа 

В случае, когда 2% 7' фокус, мы заменим это рас- 
суждение следующим. 

Пусть Pa sey Bx > Caer a — фокальные координаты 
фокуса Хо, т. Посколвку nt =ur+o(d), то 

Ф“ Tt 2 Фи +004). 
Предположим вначале, что коэффициенты уравнения Дирака бео- 
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конечно дифференцируемы. По доказанному в гл. 7, в этом 
случае выражение Ф > и. имеет асимптотику вида 
7,(9,,Т) ехр {+ #(%,Т)} , 
re Я и REC” 5 финитна. Эти функции опре- 
делены в гл. 7. 
Отсюда следует (см. гл. 6, § 2), что детерминант J матри- 
цы вторых производных фазы подинтегрального выражения в ин- 
теграле ф ^^ T* отличен от нуля и метод стационарной 
фазы применим. Исходя из этого нетрудно убедиться, повторяя 
рассуждения проведенные в лемые 7.4, что якобиан 7 вырахжа- 
ется определенным образом через функцию 7,( бет) . Полу- | 
ченное соотношение для якобиана oO замыканию распро- 
страняется на случай, когда функция Гамильтона | 2 ] +4 
раза дифференцируема. Из этого следует, что якобиан от- 
личен от нуля и для таких функций Гамильтона. Знечит, метод 
стационарной фазы применим к интегралу Ф « Т* ив cay- 
чае, когда коэффициенты уравнения Дирака | # +4 раза диф- 
ференцируемы. Поэтому 


PF Х(й, т) cxf YT) ole, 

rae X, и Х, - некоторые функции, не зависящие от А. 
Для бесконечно дифференцируемого гемильтониана, очевидио, 
X,=F,, Х.-Х. По замыканию эти равенства распростра- 
няртся ва [# ]+4 pasa дифференцируемый гамильтонкан. 0т- 
сила сзедует, что, если коэффициенты уравнения Дирака 
[2 #] +h раза дифференцируемы, то в фокальной точке 

To, Т ревение задачи (3.1 )9. (194 представляется в виде 


- Физ 5 (4., T) exp] $ Fl G7) fro!) 
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т.е. в этом случае первый член асимптотики совпадает с пер- 
вым членом, вычисленным в гл. 7. 
Отсюда следует в силу обратимости времени в задаче Коши, 
что, если задано начальное (при += Т) условие вида 

$" Fy, Texel < %(,Т)}, 
то асимптотика в момент t=0 имеет вид (/-40,4, а 
если точка te-t° - фокус с фокальными координатами 
‘Ve, = р sony Pr, Fue yey 8. > то асимптотика такой за- 
дачи имеет вид о. 

р. Я ,я о + F, CO Yu,,-t°) 

DP FE (4, 1 -t°) € 
Следовательно, первый член асимптотики в теореме 3.4 с 
точностью до 0(1) будет слукить асимптотикой ремения 
уравнения (2.1) $2, гл. 3, если коэффициенты уравнения 
(2.1) [< ] +4 раза дифференцируемы. 
Отсюда следует, что мы доказали теорему типа х/ 3.2 - 3.3 
для уравнений Кляйна-Гордона-Фока и Дирака. 
Аналогичные рассуждения проводятся и для уравнений ПШредин- 
гера и Паули. 


х/ Разница состоит в том, что для уразнения Кляйна- 
Гордона-Фока и Дирака ставятся два начальных условия. 
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x 
30-1419 


Заметим, что мы пользовались при этом доказательстве 
лить тем фактом, что решение уравнения Дирака по норме & Ly 
He превосходит нормы правой части деленной на ри Очевид- 
но, такая же оценка в силу леммы 4,1 Фаст] будет иметь место 
и в случае произвольного уравнения вида 


ih 5 -А(4)у= F(t), 


me A(t i самосопряженный в 4, оператор непре- 
рывно зависящий от параметра Tt. 

Известно, что любой функции И(р x, t) можно по- 
ставить в соответствие самосопряженный оператор Я (Е, P,%t) 
например, по tonsa ИА, х, t) 9 (x2) = 


ee Hip os А , бу 
“Gai je” p'fe еек 


Если ff (р хе) достаточно гладкая функция своих ар- 
гументов, то, аналогично лемме 6.1/3 и теореме 6-4. 
можно получить для задачи 


ih Be Ито 


уве #094, 


где фих) - финитка, асимптотику при достаточно 
малом £ с оценкой в “Az, 
Метод шагов вдоль траектории переносится на этот слу- 
чай непосредственно, и при условии достаточной гладкости 
И (рР5,Е) мы получим формулу аналогичную (1.38) для 
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произвольного времени ]’ в нефокальной точке —. 
Теперь мы докажем, что база (, которую ми получаем 
методом шагов здоль траектории совнадает с индексом по Мор- 


pbb >20 пм B¥O (9) 
6] =: cid J 
положительно определена, 
В главе 7 мы доказали, что (` равно нидексу тра- 
ектории, введенному в гл. 2 § 2 для путей в пленке Ю. 
Поэтому из доказаиного будет следовать, что при усло- 
вии ( 139) этот индекс совпадает (по модулю 4 ) с индек- 
сом Морса. 
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$ 2. Вспомогательные леммы о реше 
Гамильтона. 


I? Предбарителые сведены. 
Г. В этом вараграфе мы будем существенно использовать 


следующую теорему Морса: 

"Если H{(p,9,¢) - достаточно гладкая функция и 
3 Hp. o, 2 2,70 щи 770 ‚то #=& яввяется ну- 
neh функии = cet | 0X; tod фратности равной дефекту 
матрицы | 2X; (o,t)/20; [при 1=#” "=. 

Отсюда следует, что число фокусов на конечном отрезке 
траектории конечно. 

Поэтому для любой фиксированной точки Ч, é при 
достаточно малом & существует матрица 
C(t,8) = [2% (ыы) || ЭХ: (> £ +6) г" 

2% Xo; 
Мы будем обозначать через Л; (&,) ¢=4,...,2 - ее с0б- . 
ственные значения. 

Введем с помощью матрицы еще одно определение индекса 
траектории 4 (%., 0,7), как 7 = тат ря bm (A. O14 6) 
Мы локажем в лемме 8.7, что а не а 
(1.38) равен 2хр Cry/4 . Затем в лемме 8.8 мы 
докажем, что ~7+2/2 равно индексу Морса. 

При этом лемму 8.7 мы докажем в такой форме, которая 
была бы пригодна и для бихарактеристик волнового уравнения, 
несмотря на то, что для гамильтониана волнового уравнения 
условие ‘1.39; не выполняется. Напомним, что метод шагов 
вдоль траектории, развитый в предыдущем параграфе, автомати- 
чески переносится на случай волнового уравнения, при допол- 
нительном условии конечности числа фокальных точек на траек- 
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тории. Поэтому при этом условии введенное здесь понятие ин- 
декса может быть использовано для вычисления асимптотики 
решения волнового уравнения. 

Для доказательства лемм 8.7 и 8.8 нам понадобится 
опенка ретений краевой задачи для гамильтоновой системы и 
оценки производных решения уравнения Якоби-Гамильтона. 

Этим вопросам посвящены леммы 8.2 и 8.5. 

В лемые 8.3 доказывается, что релятивистский гамильто- 
ниан удовлетворяет условию (1.89). 

В лемме 8.2 мы будем опираться на следующую топологи- 
ческую теорему 

"Пусть Cee два непрерывных отображения замк- 
нутого шара Rie R у в пространство № * » имеющие на re 
лишь конечное число неподвижных точек, которые все хежат в 

Т ‘ « Пусть кроме того для всех точек принадлежащих грани- 
це пара выполняется неравенство P(C,,C p) < 
sp(Cp,p), где p(P,»P') - расстояние 
mexny точками р и р’ . Тогда отображения С я С’ 
имеют в 7”” одно и то же алгебраическое число неподвижных 


точек". [4] 4 . 
<° O wertemauu tacde решении, 
Лемма 8.2 
Пусть Х,(8), Y(t) (=. удовлетворяют системе 
уравнений: 
L; = F; (a, 9, t) Om Shey 
РА = (Жи, =) ея Un (2.1) 
и краевым условиям #7: gm 


» = (хр), (2.2) 
где функции =F, (x, ¥, #) и £ (04, ©) 


x; fo) = a 
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удовлетворяют условиям 


ХИ; Flay) sG (2.3) 
Joy." /ax, | <Cy 
при 


ее ГУ." 17а; Тод) 


где 820 , @70, Т>О - некоторые константы */, 


ё а 
Тогда при zt, «(Е > BEGA? 7} число решений ли- 


бо нечетное, либо бесконечно (с учетом их кратности) Х/ ’ 
причем для этих решений справедливы оценки 
Max |a-(t)-a°[ <8; Мах |y.(t)-y,[xlt,)]|sana 


(2.5) 
х/ Вместо условия (2.4) можно потребовать, чтобы на реше- 
ниях 2%(%), 4($) имели место априорные оценки (2.3). Тогда 
для любого конечного &% будет существовать нечетное (с уче- 
TOM кратности) или бесконечное число решений задачи (2.1) - 
(2.2). Для уравнений Гамильтона при весьма нироких ограниче- 
ниях (см. дополнение) могут быть получены априорные оценки 
для импульсов, а отсюда и для правых частей системы 2.Г. Та- 
кая задача отвечает задаче об экстремалях для интеграла от 
соответствующей функции Лагранжа с одним закрепленным концом 
и другим концом, удовлетворяющим условию трансверсальности 
(см. 2537 ). 

Следовательно, в условиях лемыы I дополнения число экстре- 
малей вариационной задачи отвечающей (2.1) - (2.2) нечетно ° 
{с учетом кратности). Аналогичный разультат может быть полу- 
чен тем Ke методом для задачи с закрепленными концами 
(cp. [5 1, 4] ). 

В этом последнем случае теорема о нечетном числе решений 
была при некоторых предположениях доказана Бериштейном Д/У 7. 
хх/ Положив С. ми 42570, Cy Clb), @=8[С(8)*1] batt 
ем к следствию: 


Пт MST и 
IF ca, el ecpelee; |4: 58 CCH) а [84 fax; | 56, 


где с(у> непреривно, Тогда число ений задачи (4. 7),(29) 
либо нечетно, либо бесконечно{ ФлЯ лого конетнот Ех). 
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Доказательство) 


Задача (2. 1) - (2.3) приводится с помощью замены 


Е= 4-2 ° 
Un 9-9 ° (=) уу”) (4-6) 
к задаче 


Е = 9. (24%) uy? Е) 
C7) 
a taf; (2+4, у, t) ЖЕ L (вез) Fel arse, ite 


z(o)=0; Ut )-0, 49° “(тж °) (2-2) 

Рассмотрим сначала решение задачи Коши для уравнений (2. 7) 
с начальными условиями: Z(0)=0, М(0]) = kK” (2.9) 
Кроме того, будем считать ( ср. 5} ), 270 

12.156; [u;,-u;| 5а (2.10) 

/ 2 А 
V2 [| 
(orema 110; $ (714) &@ ). 


Из теоремы существования следует для 


nye, ~& 
Ls min [8 3 +06 =, 


что задача (a. 7), (2.9) имеет решение, удовлетворяю- 
mee условиям (2.70) и непрерывно зависящее от 2 ° [5 9, 3). 
Покажем далее, что существует (не обязательно одна) такая 


х/ Если ct [2% | #0 , то кратность решения 
X (zot)panua I. / 
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я—— 
noua WU , принадлежала шару и (1.°* 5 па, . 
#=/ 
что, если и(0) =” то u(t,) = 
Bu(u) t,) =0, Для этого рассмотрим два отоб- 
ражения шара. 
В качестве первого - обозначим его через Ce 
возьмем отображение шара в нуль. 
Второе отображенне С’ — зададим функцией 
и°- И (4; 4,). Обозначим через PUP s Ped» как обыч- 
HO, расстояние между точками —, uP, . Пусть р 
принадлежит границе шара. Очевидно, что С(/]=0 
и 2(°(Р»Р =A. Кроме того, в силу (2.10) 


ple ‘(e), с (p)) = (c'(P)0)=f/'S (ul =u (08 t! rena = 


= 2(¢ (PhP) д 
Так как имеет одну неподвижную точку, то либо 


/ 
число неподвижных точек (С равно ©, либо их 


алгебраическое число равно I, т.е. сущест- 
вует нечетное (считая кратность точек 7¢° ) число то- 


oe 


чек 2° , принадлежащих шару, для которых 
Ru (22 ty) =" 
Следовательно, 1¢(i°, %,) =0 ‚ что и требовалось. 


3°р цена peuceneed, 


Лемма 82“ 
т H* (oe, p, t)=- Blast) СЖ EW [p- A д] теч 


тогда матрица т | 27H? | 
| А | 
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положительно определена при /2\*О — и неотрицательне 
определена Х/ пи = m=O 


Доказательство. 
Пусть й : 
FH, pat)= [НФ] cael p-A(at)] - "6 8), 
тогда CH 4) 
“Rp: Нд” 50, Gry 
mo- ет 
OH af oe (9. 8) 
Be / é 
далее 


OCF oF DH OH DF и | BAF 


OF _ OF OOM, 


Opop,” DHE Эр: Wy” 2H dp” АР 


Подставляя (2./2) , получим 


oF 2F \*, DF WH Foe 
OP. on Gi) + 5H Berge, 20 Ct) Oy 


х/ Т.е. ве det равен вулю, а все остальные диаго- 
нальные миноры положительны. 
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Отсюда, обозначая Р- P- A (% =), получим 


+{ c2(x,t)[P [t+ т 4 js ; |- Clee fer PP. pinta 


У матрицы 


sO ' 
x0! 
о. 
30 
г» 


все строчки линейно зависимы, и, следовательно, ее ранг 
равен I. Значит  И-1 ее собственных значений равны ну- 
лю, и характеристический многочлен имеет вид А ИЕ « О. =0, 
Очевидво, что O= /Р|^. следовательно, после вычитавия 
из | P; р. | матрицы 12+ (8) Е 
мы получаем при т*Оо положительно определенную мат- 
рицу, а при ‘=O неотрицательно определенную. Отсюда 
вытекает утверждение леммы. 

Лемма 24 

Пусть в гамильтониае ff” (xf, 8, ™) т=0 
ф =0, Д=О. Тогда, если Ф(%,6) удовлетворяет 
уравнению Якоби-Гамильтона 


oe S4H *(4, 9,5, 6,0) =O 


и условир $ [+= = Px ‚ то 


478 


det j22Slupe | = =0 (2.13) 


OP; DP; 
Доказательство. 
Для действия «= S(X, p,t) имеем 


ESL ie Sin Be «фев. #1 


при условии |140 = PX 
Следовательно, $(х, P,t) => Ре Чек (x, p,t? 


Отсюда 
28 ways р. BLoK_ 


Pe 3: 
Ho по теореме Гамильтона-Якоби [39] 
as (=, P t) 
Op, = Lo; р (2.74) 
а значит 
I on 
1 OLod 
к =O 
Kst P OP; 
при всех Л=4..--) л. Поскольку р*о » то 
к 


det ier =, что в силу (3.74) дает _ (8.3) 
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сен 


Мы будем теперь рассматривать два случая 
А) Гамильтониан 96 (x, РЁ) удовлетворяющий условию (1.39) 
В) Гамильтоняан вида + С (м, Е) IPI 

Все дальнейшие результаты будут относится к случаям А), 
В), еси не будет сделано специальных оговорок. 

Будем обозначать через $ (ров, ts) решение 
задачи 


os are 
5 * H (x, oS, t)=0 
re. = px } 
а через 9 (20%), X (xe, t), P (x2, t) решение 
- ВН р ОИ: о 
en Xi = Sp, › р: = эх ’ $=И > RA, 
х(0)=% , Р(о)= grad F(x), S(0) = (х,). 


Через о = Xol%, =) будем обозначать peme- 
ние 3 уравнения 
Х (x, t) =х 


Через Е будем обозначать единвчную матрицу. 


Jemma 8.5 
Пусть |X |<, | Pel 56 (2.15) 
тогда при [t,-tz1 <Е имеет место соотноше- 


ны ре 
¢ (2.16) 
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те 0(=)- матрица, стремящаяся по норме к 
нулю при © -?0 
Боли, кроме того, 8 слутае 8) выполняется условие 


р,’ #O x/, тогда при &,-& <& матрица 
aS py tty ts) бока 
В, -- |? mae | 0..0... 0 (2.12) 
Rr Pi бб в 


отрицательно определена, при достаточно малом В 70 


Доказательство: 


Из теоремы Гамильтона-Якоби следует, что 


2S (px t, ta) 25 
т 9. (44) ; ? DX: =P (&) (3.48) 


Отсюда 


5:5 _ 24: 25 of @. в) 
Op? 0p OF OP [тн в APF Nees 


rye 9( 5), Р( Г) = решения системы Гамильтона 


AP: нра. 90 Вр @.20) 
Op, i 


ar 94: › oT 
bed п, 9=(9,.. Zn), ae Seppia), 
х/ Поскольку одно шв р? ( (= 4,..., n) 
не равно нулю, можно полагать, не ое осо Pr 9, 
‚ в противном случае можно р. и м, 
перенумеровать, 
+81 


31-1419 


удовлетворялайе условиям 


Piles) =P 9, (ta) =X; (2.21) 
Краевые условия (2.24) удовлетворяют оценкам 

[pilsé, lal 5% (2.82 ) 
Отсюда следует в силу хеммы 82 ‚ что при 

$ [Max p24, oe ] 6.23) 


6, рр 5 +14 , is Sari, 1$ Т 


выполняются неравенства 

(|5 аи, [plo] s brnve (2.24) 
Обозначим через M, константу, которой не превосходят 
первые, вторые и третьи производные от H шо р uy 
при се, [pis @rned, Igl saz, 
Продифференцируем уравнения (2.20) и условия a) по 

Pi» тогда для  29=/ Эр? и Opn [OPE 

получим систему 
(3% Js oi OH 29; 27H Эр, 
(5 px 29; er Фр; Эр: 


7 2%И 2 22H Эр, 
me) -2. ar apt 2g, ae, Ps J 


(25) 


С условиями 
Pe | or 24 |  _ 
ыы" ЗА’ | ee ae 
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Положив ban | oe - д: |<Е, (2.13) 


мы получим существование я задвчи (3-15) - (226) при 
условиях (2.27) в силу леммы 8.2 yas 


} < _=_ (2.24) 


Е 
ad, (1+6(Е)’ 


при достаточно малом © . 
Проинтегрировав no CT уравнения (4.2 5), нодучии 


2H ay , 2 ИЕ 
obs 5. ] Е ЗреЗ, 2” Dpxdp, р. Sas (aa) 


fee Рен г дру „23 26s, | ae +o. 
ont 29.2; 22° "29. fe 


Orcmma в сижу (22. 4%), (2. и 


р 


Bee = Убе 22: “We Эр; ar + 0(Е*) (2.50) 
oe less = и. + OCE) (2.34) 


лемчьг, 


Из формул я /9) и (237) следует первая часть утверждения 
По формуле Лагранжа, учитывая (2.20) ‚ имеем, 


+ 
FH, setae DE] «GES IH ae 
2, AP Px OP: Irae, Я aK 1 2% 
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sg OT =e ae 9.34) 
2p; Opn 2P, 29; | с-т’ ” С 


где ей < 2 < ta 
Из (9.27 ), (2.28), (4.30), 232) следует 


>. --&) 2H *) @33) 
PE | 4 oe OP: 2 Pr bey CED é@ 


z 
В оценку O(€*) войдут константы 2, 6, Fy. 
Отсюда вытекает, что знаки диагональных миноров матрицы 


| 99 | при С=0 

р 

совпадают со знаками диагональных миноров матрицы 
-| oH. | 

Ot OP; I t= 

если & достаточно мало по сравнению с ними. 


Пусть 


все диагональные миноры матрицы 


-| 54 OPé Op; | строго положительны. 
Отсюда и из (3.33) вытекает, что матрица 


ae 


положительно определена, а, следовательно, и матрица -— Bs 
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при достаточно малом f = Of ё +) также будет полокитель- 
но определена. Пусть теперь H-=c(a dt) /PI. 
В силу условия леммы 


Qo 
Pr #0 
а,следовательно, в силу леммы 43 все диагональные миноры 


матрицы 


. 


ott. |. за исключением —/- 0/0 
OP OP, 


порядка ( ded | ze. т a |) больше нуля. 


Отсюда в силу @ 33) следует, что при достаточно малом 

& все диагональные миноры матрицы | 29: / oP й | ret ? 
за исключением детерминанта этой матрицы устрого положительны. 
В силу леммы Bt 4 в этом случае 


é | ag. / ap," Il c#4, =O 


Поэтому 

cet B,-p oct | a Lf ape ?e 
при всех f 20. Остальные же диагональные микоры 
матрицы - В A при достаточно малом „3 <О(Е is) 


будут иметь тот ке знак, что и соответствующие миноры матри- 
о 
m | 29: / 2p; [е-о 
т.е. при достаточно малом é будут положительны, что и 
\ 
т ® 
ребовалось доказать ао, 
Лемма 8.6 


Имеет место равенство 


225 (se, р, Е, tz) | 
det | DP: 0х, Pe P(tot1) 2% | 
LX (хо) 
485 


shige 


бары) | Е (234) 


prop; _ 
i OX (6) 
=-det в: ? D*S(alo(4,t4)t1) | det oe | 
Ре Х=Х (ол, 
р» P(x ts) 
F =X (xe ty) 
Доказательство: 
Рассмотрим систему уравнений 
о og, р “Ао (2.38) 


при C= bees ts) ‘ 
Этой системе удовлетворяют точки 
В =P. (20,4) , #=Х: (io, &,) (8.36) 


Продифференцируем систему (235) по Yon с учетом (2.96) 


у 3 $ 266) 5 oe ‘SOX; (ate) 4, ЭХ) 
jet OP: OP; 2Хек -2. 2p; DX; DLox дек 


57 2 Эбле _ DA (eat) 
jt 05, 05; DXox OLoK 


Запишем эти равенства в матричной форме 


|1 
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PAs | (30 
fy [ Psse DBee* 


| 


Здесь индекс „О ” при матрице означает, что 
x= X (28.), Р= Х (xe 1), P= В (жа ts) . 


Подставив (9.3%) в (2.37), получим 


~ 2¢ у. 
[25 GS, | 2-1 LP 

(3.39) 
Следовательно, 


det { | Я | jos 29195; |-E}- -4] 25 ое] [ces 


её" | OX. (ab) | (2.40) 


Обозначим 
са a 
В | i A “eae о 


В силу равенства (9.40) cet (BA -Е) 
отличен от нуля. 
Рассмотрим следующёе преобразования матрицы 
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которые не меняют ее детерминанта: умножим ее справа 
на матрицу 


(8) 


в результате чего м матрицу 


oa: BA- Е) 
детерминант которой pases et (ВА-Р) 
Следовательно, . 
В 2 @ 41) 
oot |e д = det (ВА-Е) 
из 2.44) и @Ополучаем (2.34) 
Рассмотрим промекуток р ty te J ; столь ма- 


mu, что внутри него жежит один фокус Tot’ траекто- 
р X ( №) ‚ и кроме того в этом промежутке 


aet | oo | #0 
Лемма 8.7 О 


Сигиатура матрицы 


9: (вре, te) | op 


= ЗА OP) 
Rees) р | O28 (olf, Eta) | ety 
29; 25; seaX fot) 
P2P (x4 %,) 
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Nn ete 


_- 


 * Var я Lim Ac (é,2) 


равна ВЕТ iz) &-—>0 | Ag (ЕЛ 
Довазательство: 

Обозначим сигнатуру матрицы [C(t &#) через Пе, b2 ) 

Докажем вначале, ato 7(%,» t2) =f (45 ti), 
если t,<t; <t'<th<ty ( t!- фокус) 

Будем непрерывно менять 2 от Z, 20 2, . Если число 
и t, tx) изменяется, TO, следовательно, 

olet | 2Xe (wet) | 

должен обратиться в ну в некоторой точке 1, $ ty $ Е 
в силу непрерывной зависимости от £ . 


Но это невозможно, поскольку 


det R( tt.) = (2.43) 
С) Te, X: “ ¢ 
а а | ccd [BF conta | 2 wa 
Первый детерминант правой части равенства (2.43) отличен 
от вуля в силу выбора промежутка [%,*%.] , а 


st eat | 


не обращается ни в унив cc ‚ если & не является 
точкой фокуса. . 

Аналогично, f(t, tx) a(t, tz); 
ecm Е ct ctl by, 
Поэтому нам достаточно доказать утверждение леммы для проме- 
жутка [2/,2.] , тде 2, и Е, сколь угодно 
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близки к 1 . Для этого промежутка мы будем обозначать 

ЗЕ (x, ptl,ts) » S=Secoc¢,t;), t7). 
Возьмем промежуток [t,,42'] столь малым, чтобы все 
диагональные миноры матрицы 


get) [BF | + pf? 51 | 
были бы положительны. 


Это сделать мохно в силу леммы 85 
Обозначим 


Е м 


Рассмотрим матрицу | 
ele | 


р. - Е О 
BEBE Е 
Индекс инерции квадратичной формы с данной матрицей 
совпадает с индексом инерции квадратичной формы с матрицей 
р’ ‚ поскольку это та же квадратичная форма, но в дру- 
rom базисе / 27 7. В результате умнокения матриц получим 
were 
л |о А-В 
Поскольку В » Положительно определена, то индекс 
инерции Rip совпадает с индексом инерции матрицы 
peices ть )=А- В». Таким обрезом ‚ (Е, bx) равно ин- 
дексу инерции матрицы D(t,,t,') . Ho восилу (2.39) 


1, )-А-Вз- By {(BA-£)-(8-6,)A= Be I= |. 
gon 


R= 
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Pee | Pee 6-54] 


24; 


Домнокии Dt, ta) слева и справа на B В cay 
самосопряйенности Bi сигнатура полученной матрицы рав- 
на сигнатуре матрици  [)(%, 11). 
Следовательно, число rt tj, = равно 

sign 8» D(ts,th) ee A т.е. разнице между числом положитель- 

ных отрицательных собственных значений матрицы 
Ba (+=: В“ 

Ho собственные значения этой матрицы совпадают с собственны- 
ми значениями матрицы 


fh ft ‘ 4, W/L 
t!) 
/см. ret 7“, , 
Окончательно можно сказать, что с, 2, )-п. равно 


разности мекду числом положительных и числом отрицательных 
собственных значений матрицы 


By в). Г] 


Tye Be Be p( OE | 


[ze 
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Матрица Д в силу равенства (2. 38) ограви- 
wena, поскольку точка `'@/ не является фокусом. Позтому 
матрица Lp Д стремвтея по норме к нулю при fo, # 

bm By Dl tnt) = BAL 
Tevepauaany предельной матрицы отличен от нуля, а потому 
знаки собственных значений матриц fem Вл D(€;, tz) 
и В» D(t,, 2) при достаточно алом ЙЕ совпада- 
ют. Toxo также можно доказать, что при достаточно малом 
совпадают сигнатуры матриц a(t, ti) и К (titi) 
поскольку ФЕ K(t),th) #0 

Следовательнс, сигватура матрицы Ri ty, ty) 
(равная сигнатуре матрицы Rk ( ty, th ) ) равна разности 


брбствененвик 
между зислом положительных и числом отрицательных значений 


маты (44,04) = 


- Ч | 2X; (tts) | | 2х: | 


OP: 2 x 24; 2-Х; 


! 

Обозначв t.; = tt е, = +Е 
будем иметь в силу леммы 8 5 

ry! и 2X; (xt . Le) 1-2 
ен JL E+Die)] | AGES | | Забыв | 

2 Lo; 2%; 2 
ле D(E)~ некоторая стремящаяся к нулю при &->0 
матрица. Пусть A:(€), (=4,.../- собственные значения 
Wil Е), ¢=4,--, -  нормарованные собственные функ- 

ции матрицы (%, $) , где 
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ео ад [ебать 


24: 
Следо bajecsno, 


[С (9-е = [dC ЕЕ < [4 | DOM 


Отсюда следует /eun2sxd/, что 
Aap | к (2.44) 
Ак( =.) 
щи © 20, ty 
me cll) = Me (t,t) - собственное значение 
Пусть Дк(Е) = An (Е) +¢6x(€) > тогда 


cle) Sign аще), Sign &(E) 


Hol YER УВ 


Qc(E} 2. \-/% 
В силу (2.44) (4+ Ee) fon? ; 
поскольку Мк ( =) действительны в силу са- 
мосопряженности 
DC ti, €4) 
т.е. 64) о , Значит, 
ate) &>0 
hem Axl €)_ = fim fle) ebm МЕ) = Sign же) y 
#20 №) 230 [ИкСЕУ [Pte] 
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поскольку Sign Mx(E) He зависит от & х/ 
Таким образом мы пришли к заключению, что GC ty, &,) 


п. 
равно 2 fim Auto) re Ак ( Е) - собственные зна- 
к: 70 к ; 
чения матрицы C(4}£), так как это и есть разность 


между числом положительных и числом отрицательных feel Е), 
что и требовалось доказать, 


Лемма 78 
Пусть выполнено условие: 
27H 
‘pop; © oes 


и пусть точка “Жо, - бокальная, тогда дефект матрицы 


| ЭХ; (Xe, to) | равен числу отрицательных членов набора 
с (6st } dim Ac, 6). 
&~0 14 (E,t0)] 
Доказательство: 


Рассмотрим матрицу 
Aw =| OM fash | [ас 


в точе tty Существуют матрицы C/E) и GCE), 
(Cl=]Crl =4 такие, что матрица A)-CAC, р 
дивгональна при =. 

Если фокус >to &-70/2 порядка, то матрица в си- 
лу теоремы Морса имеет вид 
=. 0 0 
A(t») = Qui .O 
Orn 


Q; =Q,:(to) при 6K 


х/ Т.к. fe) не может обращаться в нуль при 
E-70 в сиду того, wo aet R(t, t,) 40 
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Рассмотрим матрицу А. (£4) = [@.; ое. ar 
и матрицу В, (t,) = Um (t-t, 7 ‘Ay (&). 
meen | A, (4)|e (£-t5)"|Bu(to)| +0 (E> to) "А [eet A) 

Докажем, что (8, (to)| #0. Вычитая / -тые столбцы (где 

]>к ` матрицы Ate) ., » Умноженные на величины поряд- 
ка (0(&-&) , из первых К столбцов мы можем добиться 
того, что все элементы — uy ce) ‚где Cn, /sk 

будут иметь порядок OL (t- bo )* те 


Аналогично, вычитая строки =f > ‚ умвоженные на вели- 
чины O(t-te) , из первых к строк, получим второй по- 
рядок малости no &-Ёо для коэффициентов 2.;(¢), 
(Ем, К. 
Эта процедура не изменит матрицы Вх (#) — и ше из- 
мент с(её A(t). ‘ Поэтому 
[ACE = (be) [Be tert Па; + OL (be) 


эк 


Поссольку в силу теоремы Морса | A(t [= Olté-t.) Е. то 
[В (+) [#0 


Пусть 0, и 0, такие ортоговальные матрицы, что матри- 
ца = Be. (te) = D, Вк(&) Dy  диаговельна. 


Взяв матрицы 
= во: = р, о р i ыы 
5, (5 eye De г); 2-56; SG 8, 


мы получим матрицу А (+) =САс#) 6 


455 


а 
Очевидно, Что матрица A (OY может быть представлена 


_ iy ttt) mn , 0 (t-te) | 
Aw= О ¢ ак Aust O- bo) O(t- t) + 
О (t-t) O(4-to) a, + 04-6) 


! 

+ [ось 
где а,... @» He ревкы нулю 

Вычитая линейные комбинации (с постоянными коэфи- 

циентами) первых № строк из последних  И-К 

строк,мы можем добиться того, что эдементы a, СЕ) 

i>, Js к, полученной матрицы будут иметь порядок 

of (t-to)*] . Аналогично, вычитая линейные комбина- 
ции (с постоянными коэффициентами) первых KK столбцов из 
последних A-K столбцов можно добиться того, что у полу- 
ченной матрицы элементы att) 2к, Of <K 
будут иметь порядок ©[(Е-%)*]. 


В дальнейшем мы условимся обозначать через ВЕ )- 
некоторые неособые матрицы —К- moto лорядка 
Мы доказали, что существуют такие невырокденные постоянные 
матрицы 5, |: Ss что $ AG 5, имеет вид 


(€-to 0 O | 
0 Wann * (tbo) DiC 


me MAS Bd, Mae WS 2 | 


19% 


3, AWS. = + Dyley(t-te)” 


+) 
Имеем 


[$, At) = | д | = 


Voit (t-to) Dy Ce) 


Е. -4 
n We п 
| Р+(+-6) р, (+) | O eet Drew) 


O 
(t-to Ж, на 


Отсюда 


IS, A(t) el. = 


(t-te) re д | 
OV et-4e) Dec) | 


Е) Dee}. 

Собственные значения матрицы 

СЕ) = Aléo-e)[Altore)] 
совпадают с собственными значениями матрицы 

$, А(+-=) [AGore)] Sj" = $, А Ge -=) $, + 
Ее о 


ло] | © WnutéD, le) 
nat F 


*) Мы используем тон дество, справедливое BAB произ вольах 


матриц А и В: (4+8) "= (1+ BA “YAY = А+ BAY" 


при Условии., 77D 06е тастш тожедества сущеег в лот; 
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[440,5] -€* Ту) = 


уе O 
0 


70... *6 0 @) 
- | тв 0 | (14+ € Da (ty), 
О Eye 
me Г i - единичная матрица [-7020 порядка. 
При & -> число отрицательных членов последователь- 
ности Ат ел Pe (et) ОЙ » что и требовалось доказать. 


о [А ae (ete) 
Из лемм 8-7 и 8.8 следует в силу теоремы Mopca, что фа-. 
зовый множитель 6х0 p 1 в формуле (1.38) равен @хр и 
к expriny/t ‚ те 9° - индекс Mopca траектории XY (x, ; 0,7") 
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ГЛАВА 9. РЕГУЛЯЗИЗАЦИЯ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ ПРИ ВЫЧИС- 
ЛЕНИИ ПОПРАВСК К КВАЗИКЛАССИЧЕСКОЙ ФОРМУЛЕ БОРА. 


$ Г. Введение 


Квазиклассическое представление, как уже неоднократ- 
но указывалось, позволяет найти не только первый член асимп- 
тотического разложения решения по степеням # . После того, 
как найдено квазиклассическое представление, мы попадаем в 
сферу действия методов теории возмущений. 

Наиболее сложной оказывается проблема регуляризации 
членов ряда теории возмущений при подсчете следулщих членов 
разложения собственных значений в задачах $ 5 гл. Зи $ 4 
гл. 4. 

В качестве примера приведем вычисление следующих чле- 
нов квазиклассической асимптотики для собственвых значений 
одномерного х/ уравнения Шредингера (51,6), 7)_7. 

Рассмотрим уравнение 

Е uy” + их м =A a, 
(Т.Г) 
rye 2 - малый параметр. 


х/ Земетим, что методы вычисления членов асимптоти- 
ческого ряда для многомерного случая, которые будут изложе- 
ны в следующем выпуске, существенно отличаются от метода при- 
веденного в этой главе и основаны на определении некоторых 
инвариантов канонических преобразований и определении инва- 
риантным образом элементов е‘(м,&) в операторе Ay Te 
Тем ни менее приведенное здесь доказательство полезно, т.к. 
весьма нагляльым образом устанавливает связь между регуляри- 
зацией членов ряда теорви возмущений и вычислением поправок 
к собственным значениям. 
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Мы будем предполагать, что I) спектр уравнения (7.7) вблизи 

точки А чисто дискретный, 2) существует область 

Vee) -Л <0, односвязная компонента которой ограничена 

точками %(A) и (А) , являющимися простыми вуля- 

ми функции 2^С@)-А 

3) функция 7(5/ трижды непрерывно дифференцируема. 
Известно, что существуют собственные значения An 


такие, зто Ам, = А» “ + O(e+), 


где An определяется из трансцвядентного уравнения 
я, (лк) 
dn - Ula) de +1") 6 Ge) 
х (>, °) 
(формула Бора). 


При некоторых предположениях на 1”) доказано 
[#67 , что фрмула (12 ) определяет первый член 
асимптотикя aes ь ря, LZ 7. опоры 

В бей известной книге fi Я] Титчмарш дает эвристи- 
ческий вывод формулы для второго члена асимптотики по 

”. и ставит вопрос о строгом обосновании ее для случая, 
кола %(2)=.2C” . В этом саучае такая задача, как уже 
было указано, с помощьр простой замены сводится к квазиклас- 
сической асимптотике. Сам Титчмари решал эту задачу лишь в 
случае 1/(Х)=х” и 3^)=Х6 весьма сложным мето- 
дом. 

Автором были получены и доказаны рекуррентные формулы > 
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определяющие шсе члены асимптотического раззезения шо Д,. 
При этом формулы для второго и третьего члена раздежения HO- 
лучены в простом замкнутом виде [7 1, 6),7)/ 

Эти формуны по вяду хотя и отличаются от формулы, при- 
веденной у Титчмарша, однахо могут быть привахены к послед- 
ней с помощью несложного преобразоваьия. 

Мы опишем здесь процедуру, $ 
помощью которой можно получать рекурентным образом все чле- 
ны разложения собственных значении Е, по отепекям 4. 


Формула, полученная в [sto] - y нивет вил 
Аа no? et + oe), x) 


где 
4A) 
jo. 4 [ee evs J 
^^” & TOTO 
8471 Ad Wey Ceo? Jae A (22) 


здесь 
%(42) 


Т = if ote: (23) 


ct 
af Ao) И, 7-м 


Обозначая 


50r 


x 
32-1419 


т 5) 5, 
$*- [ Bt(ecnar= Z [ Фо _ de 
‘ 7 -, Yuta” 2 =) 

с fA} 


мы придем к следующей формуле 


() 4 22 


— ee 


An = 147 ai р. 40, 


где Я = -~ ‘C we), 

В настоящей заметке мы дадим совершенно элементарное 
доказательство формулы (2./) правда с более слабой оцен- 
кой чем в [41,6] 

Для этого мы прибегнем к помощи равномерной в точ- 
вах 27(^) и 2 (A) асимптотике собственных функ- 
ций у. (см. Г /5 7). 

Пусть И (2)- собственные функции уравнения 


oo 
-E% Ww t (a. Mn) Ww =O ff Wyant (24) 


Известно, что И = rel ned . 
Положим 
F(x) = Их) ==) Wa (yey P(x) ; 
где Ч x) удовлетворяет уравнению 
‚ -/А^- 

Ес в) 
и краевым условиям yLalrn)]=¥Pm', 
¥ [a OW) ] Ир 


(это возможно в силу (7.2) ) 
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“VfL 


z(x) =(y') 


P(x) - финитная функция, равная нулю вне интервала 
(aul 3) Bde atl a)e BA) % vammnm т пит (A) 23r 2 24( Met 


Заметим, прежде всего, что имеет место следующее пред- 
ложение. 
Пусть (2c) ве обравается в нуль в точках 
Xe (2) u Же (2 и пусть существует 
к непрерывных производных функции 7^СХ), Torna 
¥ (x) имеет р к непрерывных производных в точках 
ж=х,( An” ) uo 2-м Coe i 
Докакем вначале, что go! ограничена в точках по- 
ворота t= ZX и &= tA) 
Y (Ly) фе = 
Имеем 
о а 


7 (уме -9) (Vii и) 


и что 


(1.6) 
Поскольку 


bn а в) Vx) 
ray (2-9) (мы) BV play (28) 


a) 
X= (Ак 2 


то 


р /3 
ae (e,)- [Фу ^(«) } wo. 
Следовательно 

Y - Vim =O х-9) 
Раздотая J * Ин =Of х- Tu) 


$ : 2/3 
в | FO) 


в ряд по (y - Ум ) 
и ограничиваясь первыми / членами будем иметь, обозначая, 
через Р. Р. Р. — некоторые полиномы степеви x. 


Dy) =Р (Y- Vin) + Of e- a4)", Ре) #0 
Поскольку в силу (2.5) 
Г a5) MS oe tl 
$()-[ J An Се) | =P (x-%) + O(.c- 2) 
р. (у-уж) =Р. (2-20), 


| -/ 
Поскольку (0) +O обратная функция КЮ. (2) 
регулярна в окрестности Z=0 › а значит 


9-3. - PLB, еде OS = 


= В. (ac-2,) + O ar-a7, )**! 
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Аналогично доказывается утверкдение и для точки «=, 
Нетрудно убедиться, что УР (=) 
Удовлетворяет уравнению 


- Е? "+ [65 - MF lx) -=* 2 Я (= 
wet "РИ, +P (2m)'$ (22) 


Поскольку ф' и ‹“ отличные от нуля лишь в подобласти 

области aS, > Wee) , из асимптотики функции Вебера сле- 
-o 

дует, что правая часть равенства имеет порядок © 18 


Умнокая уравнение (3.7) на VA ( «) и интегрируя по частям, 
по. 


РАСТИ ты 
р 
[De fae) (4 Salewet {2 Feder o(e ”) 
m-te trae (4.8) 


‘ ( 
Мы всюду оцускаем аргумент & (An) м ty (An) 
Учитывая асимптотику пи © OF функции “Ил. в 


подобласти области A, > V(x) /см. [15] /, получим 
Г Ee) 
ее. | ye f уме 
Aree aia 
i 6 
т я | — Jin 2: еее хе + dv ae) 
ee 
здесь 
P2VA,- V(X) 
Отсюда, поскольку me ах ={ (4.9) 
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Lye” 2 


2 2 м 
{ ue AL + J ye dv 0 (4) (8.10 
~ 00 х-г 


~ 
Аналогичное утверждение имеет место для 7, (^^ 7) 


Поэтому г, x 
f п . 
О рр 
А geo я ——_ 0. (5). 9/4) 
=” Г Pile [Pde Рак 
~ x, - . 
Tt (9.11) 
Се = \%. 
ot | Eider Ae) +08) A 25 de Glo 
7 т ZP ao т, Zev 
Ute 
Устремляя последовательно £70 и затем “>20 
получим 
р Xe. 
- Ак a 
tem ди Aw - Sf | ae с =O (2. 72. 
20 2“ TS 2P | 
7 


$ 
ne 
поскольку это выражение OT И не зависит. 


a 
Внражая Х и Е через $ получим 


zit Ааа 9, 
zp о PE 9 му 


/ 


a 
Ong” 


Нетрудно убедиться, что 
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| и 2 f wi) 
LB" ge Af BD ne, of 0) 
JEP al J p 

xed wed 
Отсюда мы приходим к TORLeCTRY 

Я. ©. 
aq 2 7 ryt 
Zp 72 ah © 
х, x 


ксторое и завершает доказательство формулы 4 3.1 ).Итак до- 
казана 

Теорема 9,4 

В предположениях I) - 3) существуют собственные зна- 
чения = An уравнения (11) › Здовлетворяющие соотно- 


шениям 
са yt 2 
Awe An & Ак ОЕ ) при AE -» canst , 
i) > 
где А, и А, определены формулами (7.2) и (2.2). 


Следствие I. 


Пусть выполнены предположения I) 2), 3), тогда асимп- 
тотическое разложение собственного значения У» — уравне- 
НИЯ (1.2) 24.1 81, т4° имеет вид 


У, = (Qnvayn _ ПТ + o(£) 
Me as Эа т (2n+4) n 


se Pax 


x, 
Для вывода формулы (273) нужно положить в преды- 


(2 13) 


душей задаче Aneta Tak, чтобы Е стремилось к 
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нулю принимая дискретные значения Е —. Тогда формулы 
(3.1) ‚.%) будут определять асимптотику этих дискретных 
значений при И >> . Paspemap с точностью до OCE =) 
уравнение Xs 


n(mg)es | V-t 5 Ve@) oe « o(€4) 


относительно бит ни мы получим формулу ( 2/3) 


Следствие 2. 
Асимитотика собственных значений уразнения 


м tO Ue = Л, У aA>O (2 14) 
при Л. -9 00 имеет вид 
(2) 
oe oe a +0 Ge 2 


где № к. Ae рпределяютея формулам (12) (@.2) 

Замена переменных в уравнении [@ 2.14) 

вида <= РА $ A= oF Ln 

сводит задачу (2. 14) к Banaue о нбазикляевыческой ActeunToruce. 
Теким образом задача, поставленная Титчмаршем здесь 

решается. 
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$3. Sipemusi taker Qeusinmomes rer 
Предполоним теперь, что сверх условий f. 0 $1 
функция 1х) 6 раз непрерывно дифференцируема. 
Тогда в силу доказанного выше предложения мы получим, что 
(/(.` имеет в точках XT, и ey 6 непрерывных про- 
изводных, а =^ 3 непрерывных зроизводных. 


Обозначим 


5 ait f 
at (34) 


В окрестности точки =X, имеем ; 
aw 2 

Ze P(x в) eof e-@)> fog В (оаучо бес 

2 

Из вида 1, следует, что оно имеет в точке %7 


3 непрерывных производных. 
Заметим далее, что 


Le f € de +f Zac} fas 
ajay a de | 


в силу формулы ь 
отсюда, аналогично предыдущему получаем, что @#, имеет, 
в точке Hz Ly, 3 непрерывных производных. Из урав- 
нения ZZ, ‘+ G2, 44 7+2, 2'=0 
определим =, » с точностью до се 

Обозначим 


Ra (x)= Иж) [2% 42,7 LYE GS — (3.3 


Можно убедиться, что А). (xt) удовлетворяет уравнению 


Ye gs 
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ne? Ril + [в -A Oct TR, Pe) Их) gre) = 
864" B+ dy, 2/) plo) М (ут) +LRE TG) YY? 
ey yl (apd «Ca J Rn ЗЕЕ) War 

i (34) 


oo 2 | 
АЕ’, (2-5 2,5% | ь 
тде 


К (=) ==" „|= -1» м -9*) - 9-1) 


Последние 2 члена правой части равенства (: 3,4) имеют по- 
рядок О (€ ре ) поскольку ¥ `ж 92” очно on 
нуля лишь в областях, в которых функция Вебера экспонен- 
ционально (при €-?O ) мала. Норма в Ay 1-го 
члена правой части равенства имеет порядок O(¢°), 
поскольку | Wa' [= OC £) 

Средний член правой части равенства имеет порядок (2(Е и 


Применяя рассуждения (2.f)- (@, 12) будем иметь 


jhe? ЕТО 0 у (3,5) 
где | 
Г мы 
Ce = Ев: 
Е гР (3.6) 


Тождественное преобразование выражения (3.6) да- 
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ЕВА SL ae 


9-9 da, . 2 yey* AU? alg on 
^ an ° ди а Gat “gr 


Таким образом, имеет место 
Теорема 9.2 
В предположениях $44§3 — существуют собственные 


значения Л», уравнения (. 1. 1, удовлетворяющие соот- 
нотениям 


, ( 
beet ane Е’ An .0(e% 
при п Е соль р. 


t a J 3 
roe An An и ^^ определены в формулах (7, 2), (2.2), (3,7) 


Из этой теоремы нетрудно получить (аналогично то- 
му как это было сделано в следствиях Ги 2) З3-ий член 
асимптотического разложения собственных значений задач (1.7) 


aA og (3.14) . 


ПРИЛОЖЕНИЕ 
РА В АСИМПТОТИКЕ РЕ УР 
ТУННЕЛЬНОГО THA 


Я. Введение 


Метод исследования разрывов решений уравнений вол- 
Нового типа может быть применен и к изучению асимптотики 
решений уравнений тунбльного и смеманного типа. 

На этом мы остановимся менее подробно и рассмотрим 
только две задачи, тесно связанные, ках мы увидим с хва- 
Зиклассической асимптотикой, Мы рассмотрим асимитотику ре- 
шений системы уравнений Навье-Стокса при вязкости, стремя- 
щейся к нулю вблизи ударных волн - разрывов решений систе- 
мы квазидинейных уравнений первого порядка. 

Далее, мы рассмотрим асимптотику в целом при со - со 
решения задачи 

Au- w*c%(2)u = 0 Le Ly, Ly, Ky 


ul. =} (9) 
Г - замкнутая гладкая поверхность. 
Асимптотика решения такой задачи была известна /{97 
лишь с точностью no O(4,) , rue V - жюбое, т.е. в 


(Т.Г) 


узкой (порядка 7 /@ ) полоске зблизи границы. Внутри об- 
ласти, ограниченной Г >» было известно лишь, что “=O See) 
Мы дадим здесь асимптотику в целом, т.е. найдем функцию 

14, (x,0) , такую, что (5,00) = Ц, (x, 0) (1+ O(L)) 
Эта асимптотика, как мы увидим, испытывает скачки тоже как 
раз там, где располагаются разрывы квазилинейной системы: 
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(4. grad) Up + grad с) =O. 

Она определяется характеристиками в смысле пункта 
4, $ 3 главы Г для уравнения (Т.Г). Эта задача близка к 
задаче об асимптотике решений уравнения Предингера в об- 
ласти тени. На этом последнем вопросе, связанном с комп 
лексными решениями уравнений характеристик, 

мы остановимся лишь вскользь. 

Обе рассмотренные задачи являются лашь частными 
случаями широкого класса уравнений тунельного типа для 
которых справедливы аналогичные утверждения. 


$ 2. Асимптотика вблизи ударных волн. 
1°, уравнение Навье-Стокса для суспензии, 
Т. Рассмотрим решение системы уравнений Навье-Стокса 


ou $ (u grad) U+ grad V(a)=7 Au 


$ (2.1, 
t= Xa, Xa, wy Га = U,(x,t), ЧА (x,t), ке) 
удовлетворяющее вачальным условиям 
ul, 7* (2 .2) 


Та. Эта постановка задачи необычна, Остановимся на due 
зической модели, которую она описывает. 
Рассмотрим двухфазную смесь либо газа со взвешенными 
в нем капельками жидкости, либо суспензию. Для простоты 
будем говорить о суспензии. Предположим, что суммарный объ- 
ем твердых частиц мал по сравнению с объемом жидкости, и 
что плотность твердой фазы много больше плотности жидкости. 
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33-1419 


Это значит, что эффективная вязкость 6». суспензии ма- 
ло отличается от вязкости 7 жидкости. Предположим, что 
смесь задана во всем пространстве и находится в поле мед- 
ленно меняющихся во времени и в пространстве сил: потен- 
циал их равен 
у у(2, BH, | ’ 
€ te 
где у, характерная энергия, отнесенная к единице объе- 
ма, é to <- соответственно характерные длина и время, а 
Xs, х,,х, - координаты точки в трехмерном пространстве. 
Мы будем считать, что система все время находится в квази- 
стационарном состоянии фазового равновесия. Таким образом 
мы полагаем, что характерное время to больше времени 
восстановления давления при фазовом равновесии в такой си- 
creme, так что 
grad. VV >, 2, Е) » grad р 
{ р -давление) 
Поэтому в классической системе уравнений Навье-Стокса мы 
пренебрегаем g 72d р и приходим к уравнению 2.1 для ско- 
рости жидкой фазы суспензии. 
Эти предположения приводят к соотнотениям: 
А < 1, Pure’, , 
me 95 = @ И. 
Как видим, эти соотношения совпадают с соотношениями 
пункта, гл. Т,причем размерность вязкости равна размерно- 


сти постоянной Плаяка А. >» отнесенной к единице объема. 
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Совершенно аналогично можно рассматривать пар в со- 
стоянии насыщения со взвешенными в нем капельками жидко- 
сти, Это система состоит из двух компонентов - жидкости 
и пара. Мы рассматриваем лишь уравнение движения одной 
компонеяты - пара, в то время как капля жидкости играет 
пассивную роль: они поддерживают постоянное давление на- 
сыщенного пара. Малекулы пара могут "рождаться" - испа- 
ряться из капли, и "уничтожаться" - конденсироваться в 
каплях Х/. 

Заметим, что уравнение бредингера можно интерпрети- 
ровать, как уравнение, описываущее поведение пучка невзаи- 
модействующих электронов (как это имеет место, например, в 
электронной оптике). Но на самом деле система содержит в 
себе также позитроны и фотоны, а электроны могут рождаться 
ий уничтожаться. В TOK модели, которую описывает уравнение 
Шредингера, позитрочы и фотоны не участвуют, Но возмокно 
они играют пассивную роль капель? 

16. Замена функции saga 


(56) = 1 тай tn (x,t) 


(2.3) 
призолит к уравнению 
? = | ”. 
( a - aprwesp ое © oy) 


x/ 0 другой модели, почводящей к этой же задаче с.(Х4], 
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Мы видим, что система уравнения Навье-Стокса в такой 
постановке совпадает с уравнением Шредингера, если вяз- 
ROCTL ВЗЯТЬ ЧИСТО мнимой. 

Непосредственная связь уравнения Шредингера и систе- 
мой уравнений Навье-Стокса в указанном выше аспекте, на- 
сколько мне известно, не была замечена физиками, хотя о 
связи уравнений Предингера с уравнениями типа Навье-Сток- 
са опубликовано много работ (смотри напр. /II/ ). 

20. Асимптот еше ения Навье-Стокса и 

предельный переход при p90. 
2. Бихарактеристическая система в смысле $ 3 главы 1 
для уравнения (2.4) имеет вих 


К: =Р;:, . = - oe as - 2 


7х ат UC) (2.5) 
Полагаем 


(о) = ‚ ploj=Grad F(x), Slo) ={ (4%) | 
(2.6 


Обозначим 

X (x,t) = x(t), Р-р), 9) = (Е) 
Эта задача, как уже указывалось, сводится к нахождению 
экстремума функционала 


$190] = [96] + hie (9) ae 


9(#)=х, Glo) = grad #[9(0)]. 
Teopema Г.Т 


Пусть точка (2, ¢) не является фокальной ни для од- 


(2.7) 
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ной из экстремалей функционала Ф] g(r) ] (ср. п. 5°, 
$ Ira. 2). Тогда задача (2.7) имеет ляль конечное число 
решений 
g(t), 6=1...№ Ш 
ке г DE 
u(x, t)e- рта ва 5 [deb | 22200] | 
J 


#4 
о er 
sheen grad fn 2] det Се возр. Saas ¢} +0009) 


me ,‘s x, (xt) определяется из уравнения 
Х (xo, t)=% 
3. Следствие. Пусть (x) - аналитична; 
yl(x)=const + Olgas ) » тогда в каждой точке x, ¢ 
существует абсолютный минимум ФУ men (8b) 
функционала $ » являющийся почти везде дифференцируе- 
мой функцией Х и 
dim u(x,t) = grad Фи, (078) 
7770 
почти всюду по ©. 
Как известно, tem Ua) = та, Ф ‚является раз- 
рывным решением квазихинейной системы уравнений 


ote + (Uo OV) Ue + 7там U(x) =O 


построенным в 37], 44,1), BU KA Sronm образом, разрывы 
решения 4 могут происходать лишь HA поверхностях 
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A 
38-1419 


S| a! (wt), tb] S$ (x(x t)8), 
которые мы будем называть поверхностями равнодействия и 
будем обозначать ly . При этом в определении разрыва 
Ue (x, &) участвуют лишь те /;, , y которых 
Г: eo / (индексы по Морсу) равны нулю. - 


вероятности для 


авне A 
4. (Следствие из теоремы 2.6). Рассмотрим случай 
ene: ass) 
Пусть выполнены условия пункта 3 Moras интеграл OT квад- 
pata модуля решения уравнения Шредингера, взятый по такой 
кривой { , что [о AY прив ¢/ имеет 
меру нуль, удовлетворяет соотношению 


p*[a,"(#)] 
ty} al — ab 
Jive! MN is 17 [ 2" (в, в), = | 


Это означает, что при ho осуществляется классичес- 
кое сложение вероятностей на кривой 7 . Интеграи от квад- 
para модуля решения Ф(х,) уравнения Шредингера, вая- 
тый по отрезку rs у кривой равнодействия ly тако- 
му, что 4, fA Ci, имеет меру нуль, если либо =, 
либо тж › удовлетворяют соотношению: 


ee > DL, 2,“ ) СОА > 
2 7. # (18) „ 
аа ие —> Л ИТ дн 
р f Pee) ae 
mei | Gi [7 lx," t), t]{ 
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Таким образом, в зависимости от индексов по Морсу 
x! и } f » вероятиость пребывания электрона Ha кри- 
Bot Vy в квазиклассическом приближении будет в ре- 
зультате интерференции либо удваиваться (если 7 “- Г J 
нечетно) по сравнению с классическим результатом, либо 
обращаться в нуль (если 7 “7 7 четво), при условии, что 
начальная вероятность равна I в области влияния. Этот ка- 
чественный эффект не был известен в физичесмей литературе. 


$ 3. Краевая задача и пограничный слой. 


I. Рассмотрим туннельное уравнение вида 


Au -w*cr(x) u=0 He Ly, Ly ' 
(3.1 

ul. = ($) с*(=) 2“ 20 , 
где C(x), #(Ss) - аналитические функции действи- 


тельных аргументов, а /' - аналитическая замкиутая 
кривая, $ - параметр на кривой (длина дуги). 
Уравнение бихарактеристик в смысле $ 3 гл. I имеет вид 


eee ac* 
3; = эх; 


X(o)=%,(S) Sel (3.2) 


Llo)=C[X(s)] A , 
rue A - вормаль к кривой Г . полагаем 
X (5,6) = xe). 
Имеет место следующее предложение. 
Теорема 2 
Пусть точка 2 , привадлежащая области, ограничен- 
ной кривой /’ , не является фокусом задачи (3.2). Тогда 
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система уравнений X(5,t)=2 будет иметь конеч- 
ное число Кь решений: 
5% gtx), #t Ket “(x) ‚ Ke den, № 
a решение задачи (3.Т) может быть представлено в виде 
к о 
К =! 9(х, Xz) 
где S* =S*(x) р Её “= t “(x) 

Нетрудно убедиться, чтф и в этом случае асимптотика 
аспытывает скачки на поверхностях fie таких, ITO 
Y'-d/ <0. 

2. Для асимптотики решений уравнений важны не только 
мнимые или действительные решения характеристических урав- 
нений. Асимптотика в области, в которую не проникает клас- 
сическая частица (область тени) для стационарного уравне- 
ния Шредингера с аналитическими коэффициентами определя- 
ется комплексными решениями уравнения Ньютона. Иначе гово- 
ря, если не существует действительного решения краевой за- 
дачи, то асимптотика определяется комплексными решениями 
этой задачи. Могут существовать и комплексные фокусы, при- 
чем асимптотика в них может иметь менее высокий порядок ма- 
лости, чем в близких точках. Таким образом, комплексный 


фокус и в некотором смысле оказывается ярче чем окружающие 
точки, (51,47 
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04), 


а 
———б—_ gn SR iE 


Дополнение 


О существовании решений уравнений Гамильтона в больюм. 


&. Зубной 


Лемма. Пусть функция OC (py, t) (руЕР", tert), 
вепрерывно дифференцируемая при всех значениях р, 5, é , 
удовлетворяет олодужияи условиям: 

p=0 ( 22$) Pe р == 

9, = O (4+ IPI") ; Hp <CCIPl), тде C (2) - 
senor nv а, определенная на Г) oo); числа и 
$ удовлетворяют неравенству 25 $1; все О - оценки 
равномерны по Y и Е: 

Тогда для функций P(t), ¥(t)  , удовлетворяющих 
системе 
и. 

pe 2, (т) 
и условиям  р(о)=Р, 4(0)=4. (2) 
имеют место оценки 

[р(#)1<аС@) 

14. - y(t) < 808) 
пи 620 ; @@и 6(t) - некоторые определенные 
на (0, © ) функции. 

Доказательство. 

Как известно = & Hl ple), YO), bt) =H, 
Поэтому 26=0(1+1/2е|" ) ‚т.е. 1221<А a faeh?), 

А - векоторая констазта. Пусть 9(%) определяется 
= AK | ; 

aac 00% Яр в: 

функция 9 не убывает, имеет обратную функцию йе. ’ 


Ser 


определенную на всей вещественной прямой, и удовлетворяет 
неравенству a 

|g (ae Coer,gcese))| =| aes <t, 
Следовательно, [26 (pce), y(t), 8) ] < Мах] 9"'(e), -9 Ct)} 
к |p(t)|=0{[Max {9-“(t), -9-'Ce) PF} 

прв p09 ‚ Что доказывает первую оценку леммы. Полу- 
чим оценку для | Y - Y(t) | (функцию C(x) можно 
считать неубывающей ): 

| yo-ylt)l =| J aby (pce, (9), ) Lt < в Cla Ce) =) 

eae One ecm (24,8) - алгебраичес- 

кая функция P , такая, что Bim, ЗС) = ‚ то 
условия леммы удовлетворяются. 

СЛЕДСТВИЕ, 

В условиях леммы решение задачи (I), (2) существует при 

as t<ov, 

Действительно, по теореме Йрано через точку (fe, о) 
можно провести интегральную кривую системы (I), которую мож- 
но продолжить до границы любой замкнутой области полупростран- 
ства #20 . Виберем в качестве такой области (> 
прямое произведение следующих трех областей: 

I) [2 sts T}coR* ‚ 7" = любое положительное число; 
2) {pls аст)} CR” 
3) {19 - gol < eT) } СЕ”. 
Из оценок леммы следует, что интегральная кривая системы 
(I), проходящая через (Pe, 4», о) пересечет границу 
a в некоторой точке ( P14» T) , ttm 
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29; Рассмотрим слабо связанную гиперболическую систему 
с различными характеристиками 
пи Ky tH, +... *Ки, 
Ou +7, Qu, k,. Ky (2,5) 
9+" Kot Kt Кл Sin 
ree = (U,,..., Ur); La (L,,)..-, Xa) 
Як, kyu Ky - матрицы, имеющие Y строк и 7% 
столбцов и пропорциональные единичной матрице при 
Kot Ку +... + Ky = At 


Gt oa Oe 


Введём обозначение 
А(В,Р) = A(P,» Ps в, х)= @) 


= Pp, "+ Qn, к... 2, x) pp”... pe 


Kotk+. = 


Здесь ре (p,.. 
Очевидно, A (Р., Г: к - однородный полином степени 2 


от Р и компонент PP. 
Характеристическим уравнением для (I), как известно, явля- 
ется уравнение 


25 а (3) 
А ( 5, vs)=0 

В силу того, что система (I) гиперболична и имеет раз- 
личные характеристики, А (р, р Р) можно представить в 


Ав, =)=(в +26 (256)... (Pot Hm и 


Функции 26; (P,%,¢) будем назыветь функциями а 
на для подинома «=A (P,P). 

Каждой функции Гамильтона HH: соответствует бихарактери- 
стическая для (I) система 
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=O, (1) 


3a) 


ae 9 

. (4) 
р __ 9% 
Я 2х 


Индекс у функции Гамильтона здесь и далее опускаем, 
Сделаем следугаме 3 предположения 
а) Коэффициенты системы (I) непрерывно дифференцируемы 
всюду и ограничены вместе с их первымя производными по & . 
6) Корни уравнения A(Po,P)=0 , расематрива- 
емого как уравнение относительно /Д› , больше по модулю, 
чем некоторая константа % >O , если | P| = 4 


в) При {pl=4, eee >O. 


При сделанных предположениях имеет место 

Лемма 

Система (4) имеет пи Оз <=° 
решение, удовлетворяющее условиям Х(о)=4%, 
Plo) =P +0. 

Доказательство, 

Так как А непрерывно дифференцируемо и > предста- 
вямо в виде (За. ), то 26 непрерывно дифференцируемо, при- 
чем 


DH 2A / 24 
ot 9 Эр (5) 
226 _ 2A / ЗА 
ФР ЭР и. >. 
2% 2A / 2A (7) 


Функция А - однородная степени 7 по fe up, 
поэтому oe - однородная функция первой степени ло р: 


9 (p,%t)=1P) at (=; ‚жЕ)=[р| at (fp, хе) (8) 


где Р принадлежит единичной сфере и , следовательно, 
126 CB, ©) | 270. Поэтому 


ГР! < = [26 (р, =, )| 6) 


DH /эЕ - также однородная первой степени по р 
функция; следовательно, 


[Sz | -1P1 [38 (CE xe) 


Поскольку |H |< K при !Pl=4 ‚где К - некото- 
рая константа (это следует из ограниченности коэбфициентов 
системы (I) ), то учитывая в) и (5) получаем неравенство 


| BHF ty] <М 


(10) 


ipl (II) 
M - некоторая константа. Поэтому 
oH a6 
< 
МР (12) 
Из (6) и однородности A следует оценка 
Rat | т 
op |< М. IP! 
(13) 


M,=const 


Получим теперь априорные оценки решения системы (4), поль- 
зуясь неравенствами (9), (12), (13). Пусть p(t), x(t) 
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удовлетворяют системе (4). 
Тогда @ 96 (p(t), x(t), t) _ 296 
dt Ot 
В этом легко убедиться непосредственной подстановкой. 
Будем для краткости писать OC вместо LOC 
Из (9) и (12) получаем ae 


1221 < М [96 1., 


откуда озедует (для определенности считазы 
FO( Xo рь,0) = oc; 20) 


(14) 


“He : Ae 
де * <a<dee*” 


(15) 
Теперь с помощью (9) получим оценки 


НЕ 
род < EE, 


(16) 
а из (8) 
~My M 
| | №е < aie 


»M, Be 
Max фл)  * * 
19 |=1 (17) 


Наконец, из (13) и первого уравнения системы (4) полу- 
чаем 
m Чтр 
[2(#)- 2, [<& М, 6, е“ 
(18) 
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По теореме Reako через точку (Po, %, О) можно 
провести интегральную кривую системы (4), которую можно 
продолжить до [pane любой замкнутой подобласти области 
[+> -Е? pat - пространства. Выберем в 
качестве такой подобласти область © › ЯВЛЯЮЩУЮСЯ 
произведением следующих трех областей: 

Г) области OS ¢ S Zt, { = прямой 
2) области 


- р Me, 
М, % SIpls 5 %е 


Р - пространства . м 
Co a % 
3) области [х-х. |= & М, al, € 


X= пространства. 


Из оцевок (16) - (18) следует, что интегральная кривая 
системы (5), проходящея через (fs, %,0) пересечет 
границу (. в некоторой точке ( Pry Tr bo ), 
что и доказывает существование решения системы (4) 

при ostst, ( &- любое). 
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Примечания 


Стр.35. Таким образом, по данному А определяется точка Л“ 
5 ре ча оператора 4°, расстояние af от A° до бли- 
one хайшей точки спектра 22. Затем по «и »(5.=) опреде- 
ляется радиус о T= 2 с помощью ‘неравенства 


efv(nenls 2. (020) при ХУ 


Стр.189. Для финитной функции VF) с посителем Л, › принадлежа- 
8 ew. щей Dif A) имеем А, Фа) ФР дик fbn Se hy fe дир» 
= fbn pettepal Al 


1. aap ИТР А (POLLO ape 
+ ft Lim ева = 2 bro {fev Sind pt eM ay (aye | 
oho 


the wr MAE te 4 
£ by Im J ТИ ME ston . 
mo 


2 # Lim ее КЕ ett дубе) «Е ||. es 
ped 
би Лара e4h-ilp) + Gog tah- мили] Ах) 


Naor 


a0 
Этюд er Y=, Позамыканм Pan ср: = mt 


Crp. 90.Определение характеристик для и. в р-п pater: 
¥.e6,  лении следует из общего определения, данного в $3 


Crp.205. Этот случай отвечает разрыву на гиперповерхности /Д&/-солак 
(1р,223. Эти рассуждения распространяются на общий случай. 


Crp.223,229,250,264. Напомним, что все утверждения булут доказа- 
ны в главах 5-8. 


Стр.237.В самом деле,если таких точек бесконечное число, то они 
Fe, имеют upeHOnENy® точку. Эта точка, очевидно, будет фо- 
кальнойь 


Uabet oc «O2GUAe будет следовать соотношение (1.2) в многомерном 
324. случае 


рес» Предположим противное, что zang | 5 =O, тогда в силу 
се 2.1 aet I ge af ah #0, Йродифференцйровав равенство 
№ = ue (1 ный ‚ получим при owe ZR $F =0. 
Отсюда A |Z =O ceg...2 4 Что невозможно в силу (1). 

peer. ae ОВС р от YX „принедяежащих и, (R ) 


1. Соозь 

и 285, достаточно, ЧтсоЕ метрицы виде #(Х», % XM, А 
тде % всевозможные производные оператора ”/ гр pou в, А) 
по параметрем, имели ‘общее инвариантное конечномерное под- 
простренство резмерности®не зависящей от гаргметров pst 
при PER», re Se, #€f0,7). В этом слете Карна» 


7 
п OC tur. yea Lutes eee“ те eee rs Рам РТВ 
вы Seed pean A Kas х. - р 


С1р.288.В формуле (2.1) LX, (2463,96) EAN (2, Pur at) 
при P= Plat)» Pars =H (Plt) 944) $= Qlat) 


(тр.290.а)Напомним, что в $ Ct i2, Feu ZA) 
Soh. 
определяется следующим, об о. 99%): 
Аня A Их), ° я 


тде (ре, £éMoneparop в 8” , коммутирующий с А и резлагаю- 
щийсч в асимптотаческий ряд по стеленяы резольвенты (A-c)~*. 


в) В выражении я 
ДОМ В В Tk Be PT (2.8), 
с) В выражении (2.10) 946 21 =Хл,, Ft) 
при P= Plat), ри =H (Plat) Gis tt }, 

Y= Gt), a #- — ЧИСТ инимое. 


ad) Теорема 4.2 справедлива также и в случае, когда 
условие I(1+EA)-Ngis 72 (TZ) выполняется для всех 
&# чисто мнимых и отрицательных. Теорема 4.2 будет 
справедлива также, если условие (1), выполняется лишь 
ДЛЯ Е Vero ЧНИМЫХ, a 6° =8'*@ 6" (см.стр.253). 


Стр.296.а)Множество € не обязательно совпадает с интервалом 
Lek (€°-é, 2°+é)  . Достаточно, чтобы оно было плотно на 
этом интервале. 


в)Оператор “Ge есть оператор сдвига вдоль траекторий сис- 
темы Гамильтона, отвечающей гамильтониану //(р,=2) 
оператора (т.е. собственному значению оператора (514) } 


с)Теорема 4.4 является нетривиальной и в случае, когда 
Het , a Хора) - полином по Р с матричными 
коэффициентами, т.е. для системы линейных уравнений 
т? порядка. 
4) В случае, если 1х, ро) =Н (р), Rad £9 DH с 
at 2 рун “PA | 
Ч уд =O 
Crp.326. Кроме rorol Gx’ ty, ол, < const НУ НИ] 
жк. consé He зависит or A ). * 
алогичное утверждение следует из приводимых на стр.327- 
8 рассуждений для оператора Кляйна-Гордона-Фока» 


Стр.329. При К =I это равенство доказано. Предположим, что оно 
9 сни. справедливо при К<2, тогда, 
т" CROm' ди *pllzg =] = tPA? (RO, 0 aS 
o Fs = 
tc j та . . 
Ра cat Ao Ct gt peer & Ae 
Jz 2° zi МР". dé < SES Мак ТАЙ, , 
где с - константа, зависящая только OT c. 


v 
Стр.3ЗАТ. В лемме 5.3 множитель (-Г) принимает значения +1, 
Чен. соответствующие двум линейно независимым решениям 
уравнения переноса. 


Стр. 349. а) Из условия I) следует, что А - замкнутый оператор 
Я сн. (с всюду плотной облястью определения), поэтому из 


равенства Lim AY /’е тж ть J СА gds 
4100 © “pea? 

по определению замкнутого оператора (ч.Т,гл.2 §1) 
А [е <=“ =f ¢ cAx? 

следует J gar} е Арх 


в) Формула (1.5) получается с помощью предельного пере- 
xoqa Xoo По верхнему пределу интегрирования. 


Crp.385. До сих пор в доказательстве леммы 6.Т1 мы следовали обще- 
+ ен. принятому доказательству для функции со значением на пря- 
мой. 


Crp.399. т.е. Gee - область значений функции 25 (при деф 
en. ‹ . 24; 
Crp.431. Также каки в формулировке теорем об инваризнтности, 
ден. мы полагаем, что А-полохительно определенный неограни- 
ченный самосопряженный оператор в гильбертовом простран- 
стве H, а У) фуниция со значениями в Н. 5 доказатель- 
стве теорамы 2.4 можно рассматривать неограниченный — 
оператор А в банаховом пространстве В, обладающий свой- 
ствами, изложенными в $ I гл.6. Соответственно, #&) в 
этом случае является функцией со значениями в Ванаховом 


пространстве. 
Стр.433. 8 работе В.А.Фока подробно прослежена аналогия мехду 
eek.  касательными преобразованиями классической мехеники и 


унитарными преобразованиями квантовых операторов, имеющих 
классический аналог. \ 


Стр.461. Через &*(жё+ 246,4.) Mu переобозначили функцию 
rch, Я 


Ui, + (2, р, Е. a, А) 


еомлнвьоь и ити лини 


ей 


1 
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